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 אינטגרלים מיידיים 

 שאלות

)פתירה על ידי הכלל: 1-12בשאלות  את האינטגרלים  וחשב
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 : 29-27בשאלות  את האינטגרלים  וחשב
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 תשובות סופיות 

1) 4x c+ 2) 
5

5

x
c+ 3) 

1
c

x
− + 

4) 
1.5

1.5

x
c+ 5) 

2
c

x
− + 6) 

114

11

x
c+ 

7) 
3 22

3 2

x x
x c− + + 8) 

3 4

3

1 3

2

x
c

x
− + + 9) 

5 32

5 3

x x
x c+ + + 

10) 
4 3 22

2
4 3 2

x x x
x c+ + + + 11) 

31
2

3

x
x c

x
− + + + 12) 

1.5 0.5

1.5 0.5

x x
c+ + 

13) 
( )

11
4 11

44

x
c

+
+ 14) 

( )
21

1

21

x
c

−
+ 15) 

( )
4

1

2
c

x
− +

−
 

16) ( )
4

3
3

4 10
16

x c− + 17) 10 2 4x c+ +  

18) 
( ) ( )

2 3

1 1

2 1 3 1
c

x x
− − +

− −
 19) ( )( )

3 3
2 2

2
1

3
x x c− − + + 

20) ( )
32

1
3

x x c+ − + 21) 
ln

4

x
c+ 22) 

2

ln
2

x
x x c+ + + 

23) 
1

2lnx x c
x

+ − + 24) 
ln 4 1

4

x
c

−
+ 25) ln 2x x c+ + + 

26) ( )4 1.75ln 2x x c− + + 27) 
4

4

x
xe

e c−− + 28) 
2 2

2

xe
c

+

+ 

29) 

4

3
2

3
8

4

x
x

e
e c

−

− + 30) 
( )

( )

2 16

2005 5

2 16 ln 200
ln ln

5 5

x x

x

c

   
   
   + + +
   
   
   

 

31) ( )
1

arctan 2
2

x c+ 32) arcsin
2

x
c

 
+ 

 
 33) 

1 1
ln

2 1

x
x c

x

 + 
− − + 

− 
 

 

1

פרק 1אינטגרלים מיידיים

3

3



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 מציאת פונקציה קדומה

 שאלות 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (1 ) 3' 2 4f x x x= −. 

)ידוע כי הפונקציה עוברת בנקודה  )2,3. 

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (2 ) 3' 5 7f x x= +. 

4xבנקודה שבה   x-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה  = . 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (3 ) ( )
2

5

10
' 1

1
f x x

x
= + −

+
. 

6yבנקודה שבה   y-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה  = − . 
 את הפונקציה. מצאו  

 

) :נתונה נגזרת של פונקציה (4 )' 2 6f x x= −. 

 .5ערך הפונקציה בנקודת הקיצון שלה הוא 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה נגזרת של פונקציה:  (5 )' 2 1 2f x x x= + − − +. 

שיפוע המשיק לפונקציה, בנקודה שבה  
2

5
3

y  .3, הוא =

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת השנייה של פונקציה:   (6 )'' 6 6f x x= +. 

 ,−12שיפוע הפונקציה בנקודת הפיתול שלה הוא 
 . 1וערך הפונקציה בנקודה זו הוא  

 את הפונקציה. מצאו  
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8
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פרק 2 - טורים עם איברים קבועים

תוכן העניינים

1. טורים מתכנסים וטורים מתבדרים י 6

2. מבחן ההתבדרות של טורים י 9

3. מבחני התכנסות לטורים חיוביים י 10

4. מבחני התכנסות לטורים כלליים י 12

5. התכנסות בהחלט והתכנסות בתנאי י 14

6. תרגילי תיאוריה י 15
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 טורים מתכנסים וטורים מתבדרים

 שאלות 

 טור גיאומטרי

 . 6-1בשאלות את התכנסות הטורים בדקו 
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 טור טלסקופי 

 . 11-7בשאלות את התכנסות הטורים בדקו 
 את סכומו. מצאו במידה והטור מתכנס, 
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 טור הרמוני מוכלל 

 אם הטור מתכנס או מתבדר(: ואת התכנסות הטורים הבאים )קבעבדקו  (12
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 תכונות אלגבריות של טורים

 אם הטור מתכנס או מתבדר(: ואת התכנסות הטורים הבאים )קבעבדקו  (13
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 תשובות סופיות 
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 מבחן ההתבדרות של טורים

 שאלות 

 אם הטור מתכנס או מתבדר(: ואת התכנסות הטורים הבאים )קבע וקבד (1
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 תשובות סופיות 

 מתבדר.  ו:-א (1
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 חיוביים מבחני התכנסות לטורים

 שאלות 

 מבחן האינטגרל

 אם הטור מתכנס או מתבדר(: קבעו ) 5-1בשאלות את התכנסות הטורים בדקו 
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 על הסעיפים הבאים: וענ (6
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n
n e−

→
. 

 

 

 מבחן ההשוואה ומבחן ההשוואה הגבולי

 אם הטור מתכנס או מתבדר(: קבעו ) 15-7בשאלות את התכנסות הטורים בדקו 

7) 
2

1

1

4 10 1n n n



= + +
 8) 

1

( 1)

( 2)( 3)( 4)n

n n

n n n



=

+

+ + + 9) 
2

10
1

4 1

1n

n n

n n



=

+ +

+ +
 

10) 
4

1

4 5

1n

n

n n



=

+

+ +
 11) 

1

2 2

3 2

n

n
n n



=

−

+ 12) 
2

1

5sin

!n

n

n



=
 

13) ( )2

1

1
n

n n


=

+ − 14) 
1

1
1 cos

n n



=

 
 
 
− 15) 

2
1

ln

1n

n n

n



= +
 
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 האב  ומבחן ר   מבחן השורש, מבחן המנה 

 אם הטור מתכנס או מתבדר(:קבעו את התכנסות הטורים הבאים )בדקו 

16) 
2

1

(2 )!

( !)n

n

n



=
 17) 

1

1 3 5 (2 1)

2 5 8 (3 2)n

n

n



=

    +

    + 18) 
1

(2 )!

!(2 )n
n

n

n n



=
 

19) 
1

( 3)!

! 3n
n

n

n



=

+

 20) 
3

1

( !)

(3 )!n

n

n



=
 21) 1000

1

n

n

n e


−

=
 

22) 
1

!
n

n

n

n



=
 23) 

2

1

3 (1 )

!

n

n

n

n



=

+
 24) 

2

1 2n
n

n

=
 

25) 
1 3 5 ... (2 1)

2 4 6 ... (2 )

n

n

    −

   
 26) 

2

(2 )!

4 ( !)n

n

n
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 מתכנס.  (3 מתבדר. (2 מתבדר. (1

  מתבדר. (5 מתכנס.  (4

 0ב.       מתכנס. א.  (6

 מתכנס.  (9 מתבדר. (8 מתכנס.  (7

 מתכנס.  (12 מתכנס.  (11 מתבדר. (10

 מתכנס.  (15 מתכנס.  (14 מתבדר. (13

 מתכנס.  (18 מתכנס.  (17 מתבדר. (16

 מתכנס.  (21 מתכנס.  (20 מתכנס.  (19

 מתכנס.  (24 מתכנס.  (23 מתכנס.  (22

  .מתבדר (26 מתבדר. (25
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 התכנסות לטורים כלליים נימבח

 מבחן לייבניץ

 : 3-1בשאלות את התכנסות הטורים  וקבד

1) 
1

1
( 1)

4 1
n

n n



=

−
+ 2) 1

3

ln
( 1)n

n

n

n


+

=

− 3) 1
2

1

1
( 1)n

n

n

n n


+

=

+
−

+
 

 

 

 מבחן דיריכלה 

 :אם הטור מתכנס או מתבדר וקבע, 5-ו  4 בשאלות

4) 
1 2 1 1 2

1 ...
4 7 10 13 16

+ − + + − + 

 

5) 
2sin sin

1

n n

n



+
 

 

sinשהטורים  וחיהוכ (6 , cosn n    2, כאשר k , .חסומים 

 

 את התכנסות הטורים הבאים: וחיהוכ (7

sin cos sin
, ,

1 4

n n n

n n n

  

+ +
   ( )2 k . 

 

התכנסות הטור   וקבד (8
2sin n

n
. 

 

sinnbאז הטור  ,יורדת ושואפת לאפס nbשאם הסדרה   וחיהוכ (9 n מתכנס . 

 

 על שני הסעיפים הבאים:  וענ (10

)שהטור  וחיהוכ . א )( )
1

3 mod 7
n

n


=

− .הוא טור חסום 

את התכנסות הטור   וקבד .ב
( )( )

1

3 mod7

1n

n

n



=

−

+
. 
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 מבחן אבל

 :אם הטור מתכנס או מתבדרה וקבע

11) 
1( 1) 1

4

nn n

nn

+− + 
 

+  
 12) 

2

( 1)

4 4

n

n n

n−

−
 

13) 
( )1( 1) ln 1n n

n

−− +
 14) 

2

2
arctan n

n

 −
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

  מתכנס. (3 מתכנס.  (2 מתכנס.  (1

 .הוכחה (6 . מתכנס  (5 . מתכנס  (4

 הוכחה. (9 .מתבדר (8 .הוכחה (7

 . מתכנס  (11 .ב. מתכנס           .א. הוכחה (10

 . מתכנס  (14 . מתכנס  (13 . מתכנס  (12
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 התכנסות בהחלט והתכנסות בתנאי 

 שאלות 

 : אם הטור מתכנס בהחלט, מתכנס בתנאי או מתבדר  וקבעבשאלות הבאות, 

1) 
2

1

( 4)n

n n



=

−
 2) 

2
1

( 1)n

n n



=

−
 3) 

1

cos

n

n

n



=
 

4) 
1

2

( 1) lnn

n

n

n

 +

=

−
 5) 

3
1

sin

n

n

n



=
 6) 

2

1

ln

n

n n



=

 
 
 
− 

7) 
1

( 1)

( 1)

n

n n n



=

−

+
 8) 

2
1

1 ln
( 1)n

n

n n

n



=

+
− 9) 1

2
1

1
( 1)n

n

n

n n


+

=

+
−

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 . מתכנס בתנאי (3 . מתכנס בהחלט (2 מתבדר. (1

 . מתכנס בהחלט (6 . מתכנס בהחלט (5 . מתכנס בתנאי (4

 . מתכנס בתנאי (9 . מתכנס בתנאי (8 . מתכנס בתנאי (7

 

1

פרק 2טורים עם איברים קבועים

14

14



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תרגילי תיאוריה

 דוגמה נגדית. הביאו  ,אותה. אם לאהוכיחו טענות. אם הטענה נכונה, להלן  (1

)אז  ,מתבדר nb-מתכנס ו naאם  . א )n na b+ .מתבדר 

)אז  ,מתבדר nb-מתבדר ו naאם  .ב )n na b+ .מתבדר 

 

 דוגמה נגדית. הביאו  ,אותה. אם לאהוכיחו טענות. אם הטענה נכונה, להלן  (2

2אם  . א

na  אז  ,מתכנסna .מתכנס בהחלט 

אז  ,חיובי ומתכנס  naאם  .ב
1

na
 .מתבדר 

2אז  ,מתכנס  naאם  . ג

na .מתכנס 

 

: אם הוכיחו (3
1

n

n

a


=

 אז  ,מתכנס( )
1

( 1)n

n

n

a


=

+ − .מתבדר 

 

: אם הוכיחו (4
1

n

n

a


=

 2אז גם  ,חיובי ומתכנס

1

n

n

a


=

  .מתכנס 

 

 .naנתון טור חיובי ומתכנס  (5

כי  הוכיחו 
sin( )

1 n

n

a

a

 
− 

 
   .מתכנס 

 

 .naא. נתון טור חיובי   (6

1כי  הוכיחו  2 ... na a a

n

+ + +
  .מתבדר 

 .na  נתון טור מתכנס ב.

2מתבדר אם  na-שהוכיחו 

na .מתבדר 

 
 הערה: אין קשר בין הסעיפים 

 

)תהי  (7 )na .סדרה חיובית השואפת לאינסוף 

כי  הוכיחו 
1

( )n

na
   .מתכנס 

1
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8) na שלילי ומתכנס.-הוא טור אי 

כי  הוכיחו 
4

10

n

n

n

n

a

a

+

+
   .מתכנס 

 

 :הפריכואו הוכיחו  (9

)אם הסדרה  )
1n n

a


מקיימת  
1

0 na
n

   לכלn,  אז
1

( 1)n

n

n

a


=

− .מתכנס 

 

0naנניח כי   (10 . 

  כיהוכיחו 
1

n

n

a


=

  מתכנס   
1 1

n

n n

a

a



= +
 מתכנס. 

 

 :הפריכו אוהוכיחו  (11

אם 
1

n

n

a


=

  מתכנס והסדרה
nb אז   ,חסומה

1

n n

n

a b


=

  .מתכנס 

 

: אם הוכיחו (12
1

n

n

a


=

 2אז  ,מתכנס בתנאי

1

n

n

n a


=

  .מתבדר 

 

 :הפריכואו הוכיחו  (13

אם 
1

n

n

a


=

 מתכנס בתנאי ואם  lim 1n

n
n

a

b→
 מתכנס בתנאי.  nbאז , =

 

 .naנתון טור חיובי   (14

 :הפריכואו הוכיחו 

1אם מתקיים  . א 1n

n

a

a

+  לכל  n , .אז הטור מתכנס 

1אם מתקיים  .ב 1n

n

a

a

+  לכל  n ,.אז הטור מתבדר 

 

 .naנתון טור חיובי ומתכנס  (15

  כיהוכיחו 
1n na a +   .מתכנס 
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n,נתונים שני טורים חיוביים  (16 na b . 

2נתון שהטורים  . א 2,n na b  .מתכנסים 

nכי  הוכיחו  .1 na b   .מתכנס 

)כי  הוכיחו  .2 )
2

n na b+   .מתכנס 

 .naנתון טור חיובי ומתכנס  .ב

naכי  הוכיחו 

n
   .מתכנס 

 

 :הוכיחו (17

אם  . א
1

n

n

a


=

  חיובי ואם( )lim 0n
n

na k
→

= , .אז הטור מתבדר 

אם  .ב
1

n

n

a


=

  חיובי ואם( )nna k− 0כאשר )  מתכנסk ), 

אז 
1

n

n

a


=

 .מתבדר 

 

אם  כיהוכיחו  (18
1

n

n

a


=

  חיובי ואם( )2lim n
n

n a k
→

 אז הטור מתכנס.  ,=

 

0naנתון  (19  לכל n. 

3נתון כי   . א 2lim 0n
n

n a k
→

=  . 

naכי  הוכיחו 

n
   .מתכנס 

)נתון כי   .ב )3 2

nn a k− ( 0כאשר מתכנסk .) 

naכי  הוכיחו 

n
   .מתכנס 

 

)הסדרה  (20 )na 1  מוגדרת על ידי
1 2 2

21 1
, ,

20 2 2

n n
n

a a
a a a +

+

+
= = − ), כאשר  = )1n . 

האם 
1

n

n

a


=

  ?מתכנס 

 

1
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הטור  (21
1

n

n

a


=

 :מוגדר כך  

2

2

2

1

1
n

n k
n

a

n k
n


=

= 
 


. 

 כי הטור מתכנס. הוכיחו 
 

 ,naנתון טור חיובי ומתכנס  (22

מתקיים   n נתון כי לכלו
1n na a+ . 

)1כי  הוכיחו  )n nn a a +−   .מתכנס 

 

:11ן נתו (23 0 1 , 4 (1 ) 1n n nn a a a +    − . 

)האם  )2

1

1n

n

a


=

−  ?מתכנס 

 

)נניח כי   (24 )na סדרה המקיימת 
2 2 10 ,n n n na a a a +   טבעי. n לכל +

 מתבדר.  naכי  הוכיחו 

 

25) ( )na  .היא סדרה חשבונית שכל איבריה שונים מאפס 

כי  הוכיחו 
1

1

n na



=

  .מתבדר 

 

 .naנתון טור חיובי   (26

 :הפריכואו הוכיחו 

 אז הטור מתכנס גם לפי מבחן המנה. , אם הטור מתכנס לפי מבחן השורש . א

 אז הטור מתכנס גם לפי מבחן השורש. ,אם הטור מתכנס לפי מבחן המנה .ב

 

 ל הסעיפים הבאים:ענו ע (27

כי הסדרה הוכיחו  . א
na  מתכנסת אם ורק אם( )1

2

n n

n

a a


−

=

−  .מתכנס 

האם הסדרה בדקו  .ב
1 1 1 1

... 2
1 2 3

na n
n

= + + + +  מתכנסת.  −

האם הסדרה בדקו  . ג
1 1 1 1

... ln
1 2 3

na n
n

= + + + +  מתכנסת.  −

 .'זנאטורי מקלורן עם שארית לגראת הנושא    והערה: סעיף ג' מיועד רק למי שלמד 

 

1

פרק 2טורים עם איברים קבועים

18

18



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

)ומקיימת  0-, גזירה בxמוגדרת לכל  fפונקציה   (28 )0 0f =. 

)מתכנס בהחלט, אז   naאם  כיהוכיחו  )nf a  .מתכנס בהחלט 

 

)נתון  (29 )p x .פולינום 

na  .מתכנס בהחלט 

)  כיהוכיחו  )nP a  מתכנס   ( )0 0p = . 

 

יהיו  (30
1 1

,n n

n n

b a
 

= =

   .טורים חיוביים 

 נתון כי:

( הטור 1)
1

n

n

b


=

  .1( 2)מתכנס 1n n

n n

a b

a b

+ + לכל n .טבעי 

הוכיחו כי הטור 
1

n

n

a


=

 .מתכנס 
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 ותחומים במישורקווים 

 שאלות 

 במישור את התחומים הבאים:שרטטו  (1

 . א ( , ) | 1 1, 1 4S x y x y= −   −   

 .ב 2( , ) | 1 1, 1 4S x y x y= −   −   

 . ג ( , ) | 4S x y x y=   

 

 במישור את התחומים הבאים:שרטטו  (2

 . א ( , ) | 1 2 1S x y x y x= −   +  

 .ב ( , ) || 2 | 1S x y y x= −  

 . ג ( , ) || | 4S x y x y= +  

 .ד 2( , ) |( ) 4 , 1S x y x y x= +   

 

 את המרכז והרדיוס של המעגלים הבאים:מצאו   (3

2 . א 2 2 3 0x y x+ − − = 

2 .ב 2 8 15x y y+ − = − 

2 . ג 2 2 4 0x y x y+ + + = 

 

 אותו. שרטטו בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל.  (4

21y . א x= − 

21y .ב x= − − 

21x . ג y= − 

21x .ד y= − − 

20 .ה 1 1x y x  = − 

23 .ו 3
1

5 5
x y x−   = − 
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 אותו. שרטטו בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל.  (5

22 . א 1 ( 3)y x= + − − 

22 .ב 6 8y x x= − − + − 

,23.5 . ג 4 1x x y = − − 

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (6

 . א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 . ג 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ד 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ה 2 2( , ) | 4 4S x y x y x= − −   − 

 .ו 2 2( , ) | 4 4S x y y x y= − −   − 

 .ז 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ח 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   

 

 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (7

 . א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 . ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (8

 . א 2 2( , ) | 2 4 1 0S x y x y x y= + − + +  

 .ב 2( , ) | 0 1 1S x y y x=  +  − 
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 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (9

 . א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

21 . ג 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

 

 .ד 2 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 .ה 2 2( , ) | 4S x y x y x=   − 

 .ו 2( , ) || 1| 1 ( 1)S x y x y x= −   − − 

 

2נתונה המשוואה  (10 225 4 50 16 59x y x y+ − + =. 

 אותה. שרטטו שהמשוואה מתארת אליפסה ו וחיהוכ . א

 את הפונקציות שמתארות את החצי העליון ואת החצי התחתון  מורש .ב
 של האליפסה. 

 את הפונקציות שמתארות את החצי הימני ואת החצי השמאלי  מורש . ג
 של האליפסה.

 ? החסומה בתוך האליפסה או עליה ,מהי קבוצת כל הנקודות במישור .ד

החסומה בתוך האליפסה ומעל לציר   ,מהי קבוצת כל הנקודות במישור .ה
 ?שלה  המשני

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (11

 . א 2 2( , ) | 4 8 4 4 0S x y x y x y= + + − +  

22 .ב
( , ) | 0 9

3
S x y y x

 
=   − 
 

 

21 . ג 3
( , ) | 1 4

2 2
S x y y x y

 
= +   − 
 

 

2 .ד 22
( , ) | 9

3
S x y x y x

 
= − −   − 
 
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 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (12

 . א 2 2( , ) | 2S x y x y x=   − 

 .ב 2( , ) | 2S x y y x= −   − 

 . ג 2 2( , ) | 2S x y y x y= −   − 

 .ד 2( , ) | 1S x y y x y=   − 

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (13

 . א
2 2

( , ) 1
4 9

x y
x y

  
−  

  
 

 .ב
2 2

2 2( , ) 1, 16
4 9

x y
x y x y

  
−  +  

  
 

 . ג
2 2

21
( , ) 1,

4 9 4

x y
x y y x

  
−   

  
 

 .ד
2 2

2 2( , ) 1, 4
4 9

x y
x y x y

  
−  +  

  
 

 

 

 תשובות סופיות 

 co.ilLGoo.לפתרונות מלאים ושרטוטים היכנסו לאתר 
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 ותחומים במישור בהצגה פרמטרית קווים 

 שאלות 

 מן ההצגה הפרמטרית הנתונה, להצגה קרטזית: עברו  (1

2 . א 20 1,t x t y t = + = 

20 .ב sin , cost x t y t  = = 

2 . ג cos , 4sint x t y t   = = 

 

 תיאור פרמטרי של מסלולים במישור. להלן (2
 משוואה מתאימה שמבטאת כל מסלול מצאו  ,tעל ידי חילוץ של הפרמטר  

 בלבד: y-ו xבאמצעות המשתנים  

24 . א ,x t y t= − = 

4  .ב cos , 1 2sinx t y t= − + = + 

3 . ג 34cos , 4sinx t y t= = 

) .ד 1) 1 , (0.5 1) 1x t t y t t= + + = + + 

  .ה
2

2 2

20 20 5
,

4 4

t t
x y

t t

−
= =

+ +
 

t,  .ו t t tx ke ke y ke ke− −= + = − (k  .)קבוע 

 

2נתון המעגל   (3 2 8x y+ = . 

 שרטטו את המעגל ומצאו את משוואתו הפרמטרית. . א

לנקודה  A(2,2)מצאו הצגה פרמטרית של חלק המעגל מהנקודה   .ב

B( 2, 2)− −. 

ומתחת  AB  המוגבל מעל הישר, D מצאו הצגה פרמטרית של התחום . ג
 למעגל. 

המוגבל בין המעגל הנתון למעגל , E מצאו הצגה פרמטרית של התחום .ד
2 2 16x y+ =. 
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2נתונים שני מעגלים  (4 2( 8) ( 4) 25x y− + − 2-ו = 2 25x y+ = . 

מצאו את משוואותיהם הפרמטריות ומצאו הצגה  ,שרטטו את המעגלים . א
 פרמטרית לתחום הכלוא בכל אחד מהמעגלים. 

 בעלת ערך A הנקודה תהיו  ,B-ו A,  המעגלים נחתכים בשתי נקודות .ב
 הגדול יותר. y- ה

 .B  לבין A מצאו את ההצגה הפרמטרית של חלק המעגל בין
 הפרידו לשני מקרים. 

 מצאו הצגה אלגברית לתחום החסום בין שני המעגלים.  . ג

 

 נתונות משוואות של שתי אליפסות:  (5

2 2

2 2

1
4 2

1
2 4

x y

x y


+ =


 + =


. 

 האליפסות ומצאו את הצגתן הפרמטרית. שרטטו את  . א

 אותן.  ומצא ,נקודות  4-האליפסות נחתכות ב .ב

 מסילות.  4-הנקודות לעיל מורכב מ 4הקו המחבר את  . ג
 מצאו את ההצגה הפרמטרית של כל אחת מהמסילות. 

 המוגבל בתוך שתי האליפסות.  ,מצאו הצגה פרמטרית של התחום .ד

 

2נתונה היפרבולה   (6 24 4x y− =. 

 ההיפרבולה מורכבת משתי מסילות.  . א
את ההצגה האלגברית ואת ההצגה הפרמטרית של כל אחת   ומצא

 מהמסילות. 

הציגו באופן פרמטרי את התחום המוגבל בין ההיפרבולה לבין   .ב
 האסימפטוטות שלה. 

 

2נתונה המשוואה  (7 23 3x y− =. 

 . ומתארת המשוואה? שרטטאיזה קו במישור  . א

 הקו מסעיף א' מורכב משתי מסילות.  .ב
את ההצגה האלגברית ואת ההצגה הפרמטרית של כל אחת   ומצא

 מהמסילות. 

)Aהיא חלק של הקו הנתון מהנקודה   C המסילה . ג 2, 3)−  לנקודה −

B( 1,0)−. 

 בצורה פרמטרית.  C אתכתבו 

 .C למסילה y-מצאו את המרחק הקצר ביותר בין ציר ה .ד
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את אורך העקום חשבו  (8
sin

1 cos

x t t

y t

= −


= −
   0 2t  . 

 

את אורך העקום חשבו  (9

4sin

2 10

4cos

x t

t y t

z t

 

=


−   =
 =

. 
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 תשובות סופיות 

,1א.  (1 1y x x= −      .21ב , 1 1y x x= − −    

ג. 
2

2 1 , 1 1, 0
16

y
x x y+ = −    

)2א.  (2 4)y x= ב.      +
2

2 1
( 4) 1

2

y
x

− 
+ + = 

 
ג.  

2 2 2

3 3 34x y+ = 

2ד.   24 4 2 1x xy y y− + = 2ה.     − 2 25x y+ 2ו.     = 2 24x y k− = 

א.  (3
( ) 8 cos

0 2
( ) 8 sin

x t t
t

y t t


 =
 

=

ב.   
( ) 8 cos 5

4 4( ) 8 sin

x t t
t

y t t

  =
 

=

 

ג. 
( , ) 8 cos 5

0 1,
4 4( , ) 8 sin

x u v u v
u v

y u v u v

  =
   

=

 

ד.  
( , ) cos

8 4, 0 2
( , ) sin

x u v u v
u v

y u v u v


=
   

=
 

2המעגל  א.  (4 2 25x y+  . 5. רדיוס: (0,0)מרכז: :=

הצגה פרמטרית של המעגל:   
( ) 5cos

0 2
( ) 5sin

x t t
t

y t t


=
 

=
 

הצגה פרמטרית של העיגול:  
( , ) 5 cos

0 1, 0 2
( , ) 5 sin

x u v u v
u v

y u v u v


=
   

=
. 

2המעגל  2( 8) ( 4) 25x y− + − ,8)מרכז: :=  .5. רדיוס: (4

הצגה פרמטרית של המעגל:  
( ) 8 5cos

0 2
( ) 4 5sin

x t t
t

y t t


= +
 

= +
. 

הצגה פרמטרית של העיגול:  
( , ) 8 5 cos

0 1, 0 2
( , ) 4 5 sin

x u v u v
u v

y u v u v


= +
   

= +
. 

 : 1מקרה ב. 
( ) 5cos 4

, 0 arctan
( ) 5sin 3

x t t
t

y t t

=  
   

=  
, 

  - 2מקרה 
8 5cos 4

, arctan
4 5sin 3

x t
t

y t
 

= +  
  +  

= +  
. 

ג.  2 2( , ) | 25 ( 4) 8 25x y y x y− − − +   − 

א.  (5
( ) 2cos , ( ) 2 sin 0 2

( ) 2 cos , ( ) 2sin 0 2

x t t y t t t

x t t y t t t





 = =  


= =  

 

ב.  
2 2 2 2 2 2 2 2

, , , , , , ,
3 3 3 3 3 3 3 3

A B C D
       

− − − −       
       
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              : DAהמסילה ג. 
1 1( ) 2 cos

arctan arctan
2 2( ) 2sin

x t t
t

y t t

 =    
−      

=    
. 

:  BCהמסילה 
1 1( ) 2 cos

arctan arctan
2 2( ) 2sin

x t t
t

y t t
 

 =    
− +   +    

=    
. 

)           :  ABהמסילה  ) ( )
( ) 2cos

arctan 2 arctan 2
( ) 2 sin

x t t
t

y t t


=
  − +

=
. 

) :  CDהמסילה  ) ( )
( ) 2cos

arctan 2 arctan 2 2
( ) 2 sin

x t t
t

y t t
 

=
+   − +

=
. 

ד.  

1 2 3 4

1

3

2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

1 1
0 1, arctan arctan

2 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

1 1
0 1, arctan arctan

2 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

0 1

D D D D D

x u v v
D

y u v v

v

x u v v
D

y u v v

v

x u v v
D

y u v v

 

=   

 =


=

   
  −     

   

 =


=

   
  − +   +   

   

=


=

 

u

u

u

u

u

u

u

u

u ( ) ( )

( ) ( )

4

, arctan 2 arctan 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

0 1, arctan 2 arctan 2 2

v

x u v v
D

y u v v

v



 

  − +

=


=

  +   − +

u

u

u
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אלגברית: ימנית  א.  (6
2

1
4

y
x = שמאלית   ,+

2

1
4

y
x = − +. 

פרמטרית: ימנית  
cosh

2sinh

x t
t

y t

=


=
:  שמאלית ,

cosh

2sinh

x t
t

y t

= −


=
. 

ב.  

1 2

1

2

( , ) cosh
: 0 1,

( , ) 2 sinh

( , ) cosh
: 0 1

( , ) 2 sinh

D D D

x u v u v
D u v

y u v u v

x u v u v
D u v

y u v u v

= 

=
  

=

= −
  

=

 

אלגברית: ימנית  . ב א. היפרבולה. (7
2

1
3

y
x = שמאלית   ,+

2

1
3

y
x = − +. 

פרמטרית: ענף ימני 
cosh

3 sinh

x t
t

y t

=


=
וענף שמאלי  

cosh

3 sinh

x t
t

y t

= −


=
 . 

ג. 
cosh

: ln(2 3) 0
3 sinh

x t
C t

y t

= −
−  

=
 1ד.   

8) 8 

9) 6 29 
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 קווים ותחומים במישור בהצגה קוטבית )פולרית(

 שאלות 

 על הסעיפים הבאים: וענ (1

,4את הנקודה הקוטבית  וריהמ . א
3

 
 
 

 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ .ב )1, 1−  לנקודה קוטבית.  −

 
 

 על הסעיפים הבאים: וענ (2

,10את הנקודה הקוטבית  וריהמ . א
3

 
− 

 
 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ .ב )0,  לנקודה קוטבית.  −4

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ . ג )2,  לנקודה קוטבית.  −2

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

24את המשוואה   וריהמ . א 1x x xy− =  לקואורדינטות קוטביות.  +

4cosrאת המשוואה   וריהמ .ב =  לקואורדינטות קרטזיות.  −

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (4

2את המשוואה   וריהמ . א 2 4x y y+  לקואורדינטות פולריות.  =

10xאת המשוואה   וריהמ .ב  לקואורדינטות פולריות.  =

4yאת המשוואה   וריהמ . ג  לקואורדינטות פולריות.  =

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (5

4rאת המשוואה   וריהמ . א  לקואורדינטות קרטזיות.  =

/את המשוואה   וריהמ .ב 4 =  .לקואורדינטות קרטזיות 

2cosאת המשואה   וריהמ . ג 4sinr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  +

36את המשוואה   וריהמ .ד sin 4 cosr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  −
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 קו. אחד מהםבכל  ש ,שני איורים להלן (6
 כל אחד מהקווים בהצגה פולרית.  בוכת

 
 איור א                                                               איור ב                          

               

 

 . בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל (7
 אותו בהצגה פולרית.  ובכת

21y .א x= − 

21y .ב x= − − 

21x .ג y= − 

21x .ד y= − − 

21 .ה , 0 1y x x= −   

2 .ו 3 3
1 ,

5 5
y x x= − −   

 
 שכל אחד מהקווים מתאר חלק ממעגל. וחיהוכג - בסעיפים א  (8

 אותו בצורה פולרית )קוטבית(.   וגיאת הקו והצ ושרטט

24 .א ( 2)y x= − − 

26x .ב y y= − − 

21 .ג 1y x= − + − 
 את הקו מסעיף ג' על ידי ישר מתאים.  ורסג .ד

 מהי הצגתו הפולרית של ישר זה? 
 

 אותם בהצגה פולרית:  וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (9

 .א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ג 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   
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 : אותם בהצגה פולרית וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (10

 .א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 .ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 אותם בהצגה פולרית:  וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (11

 .א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וגיהצ (12 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

. 

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וגיהצ (13
( , ) | 8

3
S x y x y x x

 
=   − 
 

. 

 

 בכל איור תחום. ו ,שני איורים להלן (14
 במילים כל אחד מהתחומים.  ו תארו כל אחד מהתחומים בהצגה פולרית ובכת

 איור א                                                               איור ב                          

               
 

 

 

 

 

 

 

  

1

פרק 3קווים ותחומים במישור, משטחים ו...

32

32



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) ( ), 2,2 3x y )ב.   = )
5

, 2,
4

r



 

=  
 

 

) א. (2 ) ( ), 5, 5 3x y = )ב.   − )
3

, 4,
2

r



 

=  
 

)ג.   )
3

, 8,
4

r



 

=  
 

 

2א.  (3 24 cos cos 1 cos sinr r r r   − = +  .2  ב 2 2( 2) 2x y+ + = 

4sinr א. (4 =  .ב  cos 10r  sin ג.  = 4r  = 

2א.  (5 2 24x y+ yב.    = x=  .2 ג 2( 1) ( 2) 5x y− + − = 

)  ד. )
3

2 2 2 26 4x y y x y x+  = + − 

א.  (6
1

0
cos 3

r





=     .ב
1

sin 6 2
r

 



=   

א.  (7
1

0

r

 

=


 
ב.    

1

2

r

  

=


 
ג.  

1

2 2

r

 


=


−  


 

ד.  
1

3

2 2

r

 


=



 


ה.   
1

0
2

r




=



 


. ו  
1

4 4
arctan arctan

3 3

r

 

=

  

  − + 
 

 

4cosא.  (8 , 0 0.5r   =     .6בsin , 0.5r    =   

ג. 
2sin

1.25 1.75 2

r

or



     

= −


   
ד.   

1
, 1.25 1.75

sin
r   


= −   

א.  (9
0 2

0 2

r

 

 


 
ב.    

0 2

0

r

 

 


 
ג.   

0 2

0.5 1.5

r

  

 


 
 

א.  (10
1 2

0 2

r

 

 


 
ב.    

1 2

0 0.5

r

 

 


 
ג.  

1 2

0.5 0.5

1 2

1.5 2.5

r

or

r

  

  

 

−  

 


 

 

ד.  
1 2

0

r

 

 


 
 

א.  (11
1 2

0.25 arctan 2

r

 

 

 
0  ב.   2, 0.25 1.25r       

12) 

25
5

7sin cos

4 3
arctan arctan

3 4

r
 

 

 
−

 
  − + 

 
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13) 0 8cos ,
6 2

r
 

     

א.  (14
1

0 0
cos 3

r





      .ב
1

0
sin 6 2

r
 




    
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 משטחים במרחב

 שאלות 

 : 3-1בשאלות המשטחים  את ו ושרטט וזה

1) 
2 2 2

1
4 9 25

x y z
+ + = 

 

2) 2 25 1.25z x y= + 
 

3) 2 2 220 45 180 36x y z+ = + 

 

 את המשטחים הבאים: ו ושרטט וזה (4

2 . א 24 1z x y= + + 

2 .ב 23z x y= − − 

 

 כל אחד מהמשטחים הבאים: וזה (5

2 . א 2 225 100 4 100x y z+ + = 

2 .ב 225 4 50 16 100 41 0x y x y z+ − − − + = 

2 . ג 2 24 4 80 404 0x y z z+ − + − = 

 

2  את החיתוך בין המשטח  ומצא (6 2 2 169x y z+ + 12zלבין המשטח   = =. 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב

 

2נתון המשטח  (7 2 22 2 2 16 4 40 206 0x y z x y z+ + − − + + =. 

 . את המשטח וזה . א

את נקודות החיתוך של המשטח עם הישר    ומצא .ב
5 1 14

2 1 2

x y z− + +
= =. 

 

2  את החיתוך בין המשטחים  ומצא (8 2 2( 10) 24x y z+ + − 2-ו = 2 2 64x y z+ + =. 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב

 

2נתון המשטח  (9 2 236 4 9 36z x y+ − =. 

 את המשטח ושרטט אותו.  וזה . א

 ,הצגה פרמטרית של שני ישרים שאינם נמצאים באותו מישור מורש .ב
 שנמצאים כולם על המשטח. ו

1
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2נתונים שני משטחים:  (10 2 2 2 2 2: 2 3, : 2 3R x y z Q x y z− + = − + =. 
 זהו את המשטחים ושרטטו אותם.  . א
הוא שתי מסילות , כל אחת נמצאת  Q-ו R  הראו כי החיתוך בין .ב

 .ללוכתבו את משוואת המישורים ה, ובמישור
)Aנתון כי  .Q-ל Rן  היא חלק של החיתוך בי C המסילה . ג 2, 3, 2)− היא  −

)B-ו C נקודת התחלה של  .C היא נקודת סיום של −(1,0,1

 בצורה פרמטרית.  C כתבו את
 .C למסילה y-מצאו את המרחק הקצר ביותר בין ציר ה .ד

 

 

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא •

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . אליפסואיד (1

 מעלה. פרבולואיד אליפטי הנפתח כלפי  (2

 .היפרבולואיד חד יריעתי (3

)א. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה   (4  ונפתח כלפי מעלה.  0,0,1(

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    . ונפתח כלפי מטה  0,0,3(

 .א. אליפסואיד (5

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    ונפתח כלפי מעלה.  1,2,0(

)  יריעתי שמרכזו בנקודה-ג. היפרבולואיד חד )0,0,10. 

2החיתוך הוא מעגל   (6 2 25x y+ )  שמרכזו בנקודה ,= )0,0,12 . 

)א. ספירה שמרכזה  (7 )4,1,  .14ורדיוסה  −10

)נקודות החיתוך הן  )
59 2 112

A 7,0, 12 , B , ,
9 9 9

 
− − − 

 
. 

2החיתוך הוא המעגל   (8 2 15x y+ )שמרכזו בנקודה    ,= )0,0,7. 

 .y-ה יריעתי שמרכזו על ציר-א. היפרבולואיד חד (9

1ב.    2: ( , , ) (3 ,2 ,1) : ( , , ) (3,2 , )x y z t t x y z t t= = 

z,ב.   . יריעתי-שני המשטחים הם היפרבולואיד חדא.  (10 x z x=− = 

:ג.  cosh , 3 sinh , cosh ln(2 3) 0C x t y t z t t= − = = −      .2ד 
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 גופים במרחב

 שאלות 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (1

 . א 2 2 2( , , ) | 4V x y z x y z= + +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4 4V x y z x y z x y= − − −   − − 

 . ג 2 2 2( , , ) | 4 , 0V x y z x y z z= + +   

 .ד 2 2( , , ) | 0 4V x y z z x y=   − − 

 .ה 2 2 2( , , ) | 4 , 0V x y z x y z z= + +   

 .ו 2 2( , , ) | 4 0V x y z x y z= − − −   

 .ז ( , , ) | 0 2, 0 4, 0 3V x y z x y z=       
 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (2

 . א 2 2 2( , , ) | 1, 0, 0, 0V x y z x y z x y z= + +     

 .ב 2 2( , , ) | 0 1 , 0, 0V x y z z x y x y=   − −   

 . ג 2 2 2( , , ) |1 4, 0, 0, 0D x y z x y z x y z=  + +     

 .ד 2 2 2( , , ) |1 4, 0, 0, 0D x y z x y z x z y x=  + +      

 .ה 2 2( , , ) | 1 1 1V x y z z x y=   + − − 

2 .ו 2 2 21 1
( , , ) |

2 4
V x y z x y z x y

  
= +   + − − 
  

 

 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (3

 . א 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 3( )V x y z x y z z x y= + +   + 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 3( ) 4V x y z x y z x y= +   − − 

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 1V x y z z x y x y=   − − +  

 .ד 2 2( , , ) | 0 3, 0, 0, 4V x y z y x z x z=     +  

 .ה
2 2

2 2 2( , , ) | 0, 0, 0, 36, 1
9 16

x y
V x y z x y z x y z

 
=    + +  +  
 
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 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (4

 . א 2 2 2 2( , , ) | 2V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4V x y z x y z x y= +   − − 

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 1V x y z x y z x y= +   − − 

 .ד 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 2 0V x y z z x y x y x=   − − + −  

 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (5

 . א 2 2 2 2 2( , , ) | 4, 1x y z x y z x y+ +  +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4, 0, 0, 0, 1x y z x y z x y z x y+ +     +  

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 0, 0, 1V x y z z x y x y x y=   − −   +  

 .ד 2 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 1V x y z x y z x y x y= +   − − +  

 .ה 2 2( , , ) | 0 10 , 1 4U x y z z y x y=   −  +  

 

 במרחב. V בכל אחד מהסעיפים הבאים איור של גוף (6
)}אותו לפי התבנית  ובמילים את הגוף וכתב ותאר , , ) | ...}V x y z=. 

 ב.       .א

                                    
 

 

2משטחים הנתונים  (7 2z x y= 2-ו + 22z x y= − +. 

 כל אחד מהמשטחים בשם. וזה . א

 את התחום החסום בין המשטחים.  ושרטט .ב

 את משוואת עקום החיתוך בין המשטחים.  ומצא . ג
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2נתונים שני משטחים:  (8 2 2z x y z= + 2-ו + 2z x y= + . 

 כל אחד מהמשטחים בשם. וזה . א

את התחום החסום בין המשטחים וכתוב אותו בתבנית  ושרטט .ב

( ) , , | ? ??V x y z z=  . 

 .את משוואת עקום החיתוך בין המשטחים  ומצא . ג
 

נתונים על ידי   N-ו  Mממדיים  - תחומים תלת (9
2 2 2

2 2 2

: 2 3

: 2 3

M x y z

N x y z

− + 

− + 
. 

 .N- ל  Mהוא החיתוך בין Wממדי - תחום תלת
1yעם המישור   W, החיתוך של Dשרטטו את   (,xz)במערכת צירים  =

 בהצגה פרמטרית.  Dוכתבו את 
 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ראו את הסרטונים באתר 
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 קואורדינטות גליליות וכדוריות

 שאלות

 בכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת קרטזית. (1
   משוואה של המשטח במערכת גלילית ובמערכת כדורית.את ה ומצא

 את המשטח.  ומהו שמו של המשטח? שרטט

3z .א = 

2 .ב 24 4z x y= + 

2 .ג 2 4x y+ = 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת קרטזית. (2
   משוואה של המשטח במערכת גלילית ובמערכת כדורית.את ה ומצא

 המשטח. את  ומהו שמו של המשטח? שרטט

2 .א 2 2 9x y z+ + = 

2 .ב 3 4 1x y z+ + = 

2 .ג 216x z= − 

2 .ד 2z x y= + 

 

 . גליליתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת   (3
 את המשטח.  ומהו שם המשטח? צייר  את המשוואה במערכת קרטזית. וג יהצ

3r .א = 

2z .ב r= 

z .ג r= 

 .ד
4


 = 

4sinr .ה = 

2 .ו cos 2r z =  
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 . כדוריתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת  (4
 את המשוואה במערכת קרטזית. מהו שם המשטח?  וג יהצ

3r .א = 

 .ב
3


 = 

 .ג
4


 = 

2secr .ד = 

4cosr .ה = 

 

 . כדוריתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת  (5
 את המשטח.  ו את המשוואה במערכת קרטזית. מהו שם המשטח? שרטט וג יהצ

sin .א 1r  = 

sin .ב 2cosr  = 

2sin .ג cos 0r  − = 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (6
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2( , , ) | 2V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 6V x y z x y z x y= +   − − 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (7
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2( , , ) | 1V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 2 0V x y z z x y x y x=   − − + −  

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (8
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2 2( , , ) | 4, 1V x y z x y z x y= + +  +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4, 0, 0, 0, 1V x y z x y z x y z x y= + +     +  

 .ג 2 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 1V x y z x y z x y x y= +   − − +  

 .ד 2 2( , , ) | 0 10 , 1 4U x y z z y x y=   −  +  
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 תשובות סופיות

3zמערכת גלילית:  א. (1 מערכת כדורית: . =
3

cos
r


 . שם המשטח: מישור. =

24zמערכת גלילית:ב.  r=  :מערכת כדורית .
2

cos

4sin
r




= . 

 פרבולואיד.  שם המשטח:

2rמערכת גלילית:  ג.  . מערכת כדורית: =
2

sin
r


 . שם המשטח: גליל.  =

2מערכת גלילית:   א. (2 2 9r z+ 3r.  מערכת כדורית:  =  . ספירה. שם המשטח: =
2cos)  מערכת גלילית:ב.  3sin ) 4 1r z + + =. 

2cos)   מערכת כדורית: sin 3sin sin 4cos ) 1r     + + =. 
 . :מישור שם המשטח 

2  מערכת גלילית:ג.  2 2cos 16r z + 2מערכת כדורית:   .= 2 2(1 sin sin ) 16r  − = .
 . גליל  שם המשטח:

z:מערכת גליליתד.  r=  .:מערכת כדורית  
4


  . חרוט שם המשטח:. =

2: מערכת קרטזית א. (3 2 9x y+  גליל.   :שם המשטח .=

2:  מערכת קרטזיתב.  2z x y=  . פרבולואיד:  שם המשטח .+

2  :מערכת קרטזיתג.  2z x y=  . : חרוטשם המשטח .+

y  :מערכת קרטזיתד.  x= .מישורשם המשטח : . 

2  מערכת קרטזית:ה.  2( 2) 4x y+ −  גליל. :  שם המשטח. =

2  מערכת קרטזית:ו.  2z x y=  פרבולואיד היפרבולי. :  שם המשטח. −

2: מערכת קרטזיתא.  (4 2 2 9x y z+ +  . ספירה  :שם המשטח .=

3y  :מערכת קרטזיתב.  x= .מישור.   :שם המשטח 

2  :מערכת קרטזיתג.  2z x y=  חרוט.   :שם המשטח. +

2z  :מערכת קרטזיתד.   מישור.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתה. 2 2( 2) 4x y z+ + − =. 

 .2ורדיוסה   (0,0,2)  ודהספירה שמרכזה בנק:  שם המשטח

2  :מערכת קרטזיתא.  (5 2 1x y+  גליל.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתב.  2( 1) 1x y− +  גליל.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתג.  2 2( 1) 1x y z− + +  ספירה.   :שם המשטח .=

א.  (6 2( , , ) | 0 1, 0 2 , 2r zV r z r r z r   =       − 

ב.  2 2( , , ) | 0 2, 0 2 , 6r zV r z r r z r   =       − 

1

פרק 3קווים ותחומים במישור, משטחים ו...

42

42



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

א.  (7 2 2( , , ) | 0 0.5, 0 2 , 1r zV r z r r z r   =       − 

ב.  2( , , ) | 0 2cos , 0.5 0.5 , 0 4r zV r z r z r     =   −     − 

א.  (8 2 2( , , ) | 0 1, 0 2 , 4 4r zV r z r r z r   =     − −   − 

)2ב.  , , ) | 0 1, 0 , 0 4
2

r zV r z r z r


 

 
=       − 
 

 

ג.  2( , , ) | 0 1, 0 2 , 4r zV r z r r z r   =       − 

ד.  ( , , ) |1 2, 0 2 , 0 10 sinr zV r z r z r    =       −  
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 :  החתכים במישורי הקואורדינטות הם אליפסות;תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 הנ"ל הם מעגלים. והחתכים  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy   ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים   yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 הם היפרבולות.

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

הוא אליפסה; כך הם החתכים   xy:  החתך במישור  תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-ז היפרבולואיד חד* מרכ

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 שלפניו המינוס. למשתנה 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר   xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         0הפרבולואיד נפתח כלפי מעלה ואםc   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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1. מבוא לפונקציה של שני משתנים י 47

2. קווי גובה לפונקציה של שני משתנים י 49

3. משטחי רמה לפונקציה של שלושה משתנים י 51

4. נספח – משטחים ממעלה שנייה י 52
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 מבוא לפונקציה של שני משתנים 

 : ציות הבאותקעבור כל אחת מהפונ 

 של הפונקציה.  Dאת תחום ההגדרה   ומצא . א

 .D סקיצה של הקבוצה ושרטט .ב

 

1) 2 2 2( , ) 5 ln(4 )f x y x y y x= − − + − 

 

2) 
2 2 1

( , ) 4f x y x y
x

= + − + 

 

3) 
2 2( , ) 1

x y
f x y x y

x y

+
= − + + +

−
 

 

4) ( , ) 4 4g x y x y x y= + + − 

 

5) 
1 1

( , )
4 4

f x y
x y x y

= +
+ −

 

 

6) ( , ) 4h x y x y= − + 

 

7) 
2 2

2 2

4
( , ) ln 4xyf x y e x y

x y
= + + −

+
 

 

8) 
4

( , )
1 | | | |

z x y
x y

=
− −

 

 

9) 
4

( , ) ln
4

x y
z x y

x y

 −
=  

+ 
 

 

10)  ( , ) ln ln( 4 )f x y x y x= − 
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11) 
1 1 1

( , , )
4 1

u x y z
x y z

= + +
+ −

 ( ענו על סעיף א בלבד) 

 

12) ( , ) tan
y

f x y
x

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  =

 

13) 
( )

2 2

2 2

1 1
arcsin

4 4
( , )

ln 1

x y

f x y
x y

 
+ 

 =
+ −

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 21
( , ) 5

4
D x y x y x

 
=   − 
 

 

2)  2 2( , ) | 4 , 0D x y x y x= +   

3)  2 2( , ) | 1 ,D x y x y y x= −   

4) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

5) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

6)  2( , ) | 4 4 , 0D x y y x x= −   −  

7)  2 2( , ) | 4D x y x y= + = 

8)  ( , ) | | | | | 1D x y x y= +   

9) 
1 1 1 1

( , )
4 4 4 4

D x y x y x or x y x
 

=   − −   
 

           

10)  ( , ) | [ 0and 4 4 1] or [ 0 and 4 1]D x y x x y x x y x=    +   + 

11)  ( , , ) | 4, 1, 0D x y z x y z=  −                   

12) 2( , ) 0,
2

D x y R x y k x k



  

=    +   
  

 

13)  2 2( , ) 1 2 4D x y x y=  +   
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 קווי גובה לפונקציה של שני משתנים 

 , אותו ו, שרטטתחום הגדרה  ומצא ,6-1  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 
 :מפת קווי הגובה/רמה של הפונקציה את  וושרטט

1) ( , )
y

f x y
x

= 

 

2) ( , ) ln lnf x y x y= + 

 

3) 2 2( , )f x y x y= + 

 

4) 2 2( , ) 1f x y x y= − − 

 

5) 2( , ) ln( )f x y x y= − 

 

6) ( , )f x y x y= 

 

 : וי גובהומפת ק ושרטט  10-7  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 

7) 2 2( , ) ( 1) ( 3)f x y x y= − + + 

 

8) ( , ) x yf x y e −= 

 

9) ( , ) 2ln lnf x y x y= + 

 

10) ( , ) min{3 , }f x y x y= 

 

 :kאת קו הגובה  ושרטט ,11-31בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

11) ( ) 20,4 ( , ) ( )k f x y x y= = − 

 

12) ( )  20,2 ( , ) min ,k f x y y x x y= = − + 

 

13) ( )
2 2

2 2

3 3
1 ( , )

3 3

x x y x y
k f x y

x x y x y

 + − − 
= = 

− + + − 
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נתונה הפונקציה  (14
2 1

( , )
2 1

x y x
f x y

x y x

 − 
= 

+ 
 . 

)את קו הגובה  ושרטט . א , ) 0f x y =. 

)קו הגובה  Cלאילו ערכי  .ב , )f x y C=  ?הוא קו רציף 
 ציירו את קו הגובה במקרה זה.

 

 

 הערות

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא  * 
 .עקומות שוות ערך =עקומות אדישות  =  = קווי רמהקווי גובה   **
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0x  ה, המישור ללא ציר -y. 

2) 0, 0x y .הרביע הראשון ללא הצירים , 

 כל המישור. (3

4) 2 2
1x y+ .עיגול היחידה , 

5) 2
y x 

6) 0y .חצי המישור העליון , 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ושרטוטים של שאר השאלות, היכנסו לאתר: 

1
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 משטחי רמה לפונקציה של שלושה משתנים 

 שאלות 

2נתונה הפונקציה  (1 2( , , ) 4f x y z x y z= − − − . 

 אותו.  ושרטט ו של הפונקציה 2את משטח הרמה   ומצא

 

2נתונה הפונקציה  (2 2( , , )f x y z z x y= + + . 
 אותו.  ושל הפונקציה ושרטט  4את משטח הרמה   ומצא

 

 את משטחי הרמה:  ומהפונקציות הבאות מצאעבור כל אחת  (3

) . א , , ) 4x y zf x y z + −= 

2 .ב 2( , , )f x y z z x y= − − 

 

נתונה הפונקציה  (4
2 2

2 2
( , , )

x y
f x y z

x z

+
=

+
 . 

 את משטחי  הרמה של הפונקציה.  ומצא

 

2נתונה הפונקציה  (5 2 2( , , )f x y z z y x= − − . 
 את משטחי  הרמה של הפונקציה.  ומצא

 

 
 

 תשובות סופיות 

)חצי ספירה עליונה שמרכזה בנקודה  (1 )0,0,  . 2ורדיוסה  −2

)פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה  (2  ונפתח כלפי מטה.  0,0,4(

 א. מישורים. (3
 , הוא פרבולואיד אליפטי kב. משטח רמה 

)שמרכזו בנקודה   )0,0,k  .ונפתח כלפי מעלה 

0kעבור   (4   לא קיים משטח רמהk. 

0kעבור   )נקודה  = 1kעבור   .0,0,0(  מישורים. =

1kעבור     ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-y. 

0עבור   1k   ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-z. 

0kעבור   (5  0עבור  יריעתי.-היפרבולואיד חדk  . חרוט אליפטי =
0kעבור    יריעתי. -היפרבולואיד דו 

1
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 :  החתכים במישורי הקואורדינטות הם אליפסות;תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 הנ"ל הם מעגלים. והחתכים  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy   ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים   yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 הם היפרבולות.

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

הוא אליפסה; כך הם החתכים   xy:  החתך במישור  תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 

 

1
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-ז היפרבולואיד חד* מרכ

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 שלפניו המינוס. למשתנה 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 

 

 

1
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר   xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         0הפרבולואיד נפתח כלפי מעלה ואםc   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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אינפי ב
פרק 5 - גבולות ורציפות של פונקציות של מספר משתנים

תוכן העניינים

1. גבול של פונקציה של שני משתנים י 55

2. רציפות של פונקציה של שני משתנים י 58

3. נוסחאות – גבולות י 61
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 גבול של פונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 : 9-1בשאלות את הגבולות  וחשב

1) 
3

3( , ) (0,0)

sin( )
lim

x y

x y

x y→
 

 

2) 
2 2( , ) (3,2)

sin( 6)
lim

36x y

xy

x y→

−

−
 

 

3) 
( , ) (1,2)

arctan( 3)
lim

ln( 2)x y

x y

x y→

+ −

+ −
 

 

4) 2 2

( , ) (0,0 )
lim ( )ln( )

x y
x y x y

+→
+ + 

 

5) 
( , ) (1 ,1 )

sin( 2 3)
lim

2 3x y

x y

x y+ +→

+ −

+ −
 

 

6) 
( , ) (1,2)

2 3 1
lim

2 4x y

x y

x y→

+ − −

+ −
 

 

7) 
2

( , ) (1,1)
lim

x y

xy y

x y→

−

−
 

 

8) 
( )( )2 2

2( , , ) (0,1,2)

sin
lim

x y z

x y z

xy→

+
 

 

9) 
( ) ( )

( )2 2

2 2, 0,0 3

sin
lim

x y

x y

x y→

+

+
 

  

1
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 : 17-10בשאלות את הגבולות  וחשב

10) 
( )

2
2 2

4 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
 

11) 
0
0

lim | |x
x
y

y
→
→

 

12) 
3 2

2 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
 13) 

0
0

lim
x
y

x

y→
→

 

14) 
2

4 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+
 15) 

3

6 20
0

lim
2x

y

x y

x y→
→

+
 

16) 
( )

2 20
0

sin
lim
x
y

xy

x y→
→

+
 17) 

2 4 40
0
0

lim
x
y
z

xyz

x y z→
→
→

+ +
 

 

 : 25-18בשאלות  את הגבולות וחשב

18) 
3

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→ +
 19) 

2 4( , ) ( , )
lim

x y

x y

x yx y→  

−

+ +
 

20) 
( )

2 2( , ) (0,0)

sin
lim

x y

xy

x y→ +
 21) 

4 4

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→

+

+
 

22) 
2 2 2 2

2 2( , ) (0,0)

3 3
lim

x y

x x y y

x y→

− +

+
 23) 

( ) ( )

2 4

2 2, 0,0

4 5
lim

4x y

x y y

x y→

−

+
 

24) ( )2 2

( , ) (0,0)
lim ln

x y
y x y

→
+ 25) 

3 3 3

2 2 2( , , ) (0,0,0)
lim

x y z

x y z

x y z→

+ +

+ +
 

 .שונות מומלץ לנסות לפתור בשתי דרכים 25-ו 23-20, 18בשאלות *         

 

 הבאים:על הסעיפים  וענ (26

את הגבול  וחשב . א
3

3 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה .ב
0

sin
lim 1
t

t

t→
את הגבול  ו, וחשב=

( )3

3 20
0

sin
lim
x
y

x y

x y→
→

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה . ג
0

1
lim 1

t

t

e

t→

−
את הגבול  ו, וחשב=

3

3 20
0

1
lim

x y

x
y

e

x y→
→

−

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה .ד
0

ln( 1)
lim 1
t

t

t→

+
את הגבול  ו, וחשב=

( )3

3 20
0

ln 1
lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
. 

 בגוף השאלה. לא יינתן  הגבול הידוע קחו בחשבון שייתכן ש*            
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)לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (27 )
0
0

lim sin cos 1
x
y

x y
→
→

+ =. 

 

2לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (28

2
1

lim 4
x
y

x y
→
→

=. 

 

2לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (29

1
4

lim 2 8
x
y

x y
→
→

=. 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 

2) 
1

12
 

3) 1 

4) 0 

 . אינסוף (5

6) 
1

2
 

7) 2 

8) 5 

9) 0 

 אין לפונקציה גבול. (17 – (10

18) 0 

19) 0 

20) 0  

21) 0 

22) 3 

23) 0 

24) 0 

25) 0 

 0ד. -א (26

 שאלת הוכחה. (27

 שאלת הוכחה. (28

 .שאלת הוכחה (29

1
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 שני משתנים  שלרציפות של פונקציה 

 שאלות 

)  את רציפות הפונקציות בנקודה ובדק 1-3שאלות ב )0,0. 

 במידה והפונקציה אינה רציפה בנקודה,
   רציפה בנקודה?  האם ניתן להגדיר אותה כך שתהיה

1) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

sin
, 0,0

,

2 , 0,0

x y
x y

f x y x y

x y

 +
 

= +


=

 

 

2) ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 

 

3) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

3
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 

 

)  את רציפות הפונקציות בנקודה ובדק 4-5בשאלות  )1,4. 

4) ( )

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

1 4
, 1,4

, 1 sin 4

0 , 1,4

x y
x y

f x y x y

x y

 − −


= − + −


=

 

 

5) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 4
, 1, 4

1 sin 4,

0 , 1,4

x y
x y

x yf x y

x y

− −


− + −= 


=

 

 

)נתון  (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

5,

0 , 0,0

mx y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 קבוע. m כאשר ,

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של  
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)נתונה פונקציה ממשית רציפה  (7 )f f x=שאינה פונקציה קבועה ,, 

)נגדיר פונקציה חדשה  ו )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4
, 0,0

5,

0 , 0,0

x y
f x y

x yg x y

x y

  −
  

+  


=

 . 

)רציפה בנקודה  g האם הפונקציה )0,0? 

 

 את הטענה הבאה:יכו או הפר וחיהוכ (8

)אם  ) ( )
0

lim , 0,
x

f x y f y
→

 ,yלכל  =

)וגם  ) ( )
0

lim , ,0
y

f x y f x
→

 ,xלכל  =

)אז  ) ( )
0
0

lim , 0,0
x
y

f x y f
→
→

=. 

 

)פונקציה   (9 ),f x y  מקיימת( ) ( )2 4 4, sinf x y x y )לכל ,+ ),x y. 

)שהפונקציה רציפה בנקודה  וחיהוכ )0,0. 

 

 )אם בכלל(, על מנת שהפונקציה  kמה צריך להיות הערך של הקבוע  (10

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
, , 0,0,0

, ,

, , 0,0,0

xyz
x y z

x y zf x y z

k x y z




+ += 
 =

 תהיה רציפה בכל המרחב? 

 

 נתון כי: (11

2מתקיים  xל לכ 1 2 1| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y y y−   .(y  )תנאי ליפשיץ לפי המשתנה −

2מתקיים  y לכל 1 2 1| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y x x−   .(x  )תנאי ליפשיץ לפי המשתנה −

)כי   וחיהוכ , )f x y  .רציפה בכל המישור 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (12
)נתון כי   , )f x y .רציפה בכל המישור 

נגדיר פונקציה חדשה  
2

( , )
( , )

( ) 100

f x y
z x y

x y
=

− −
. 

(1,14)ידוע כי   0, (14,1) 0z z . 

1קיימת נקודה   zאז בתחום ההגדרה של  2( , )c c, 1-כך ש 2( , ) 0z c c =. 
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 תשובות סופיות 

(0,0)הפונקציה לא רציפה. אם נגדיר   (1 1f  הפונקציה תהיה רציפה., =
 הפונקציה רציפה.  (2
 גבול. בכלל הפונקציה אינה רציפה. אין לה  (3
 הפונקציה רציפה.  (4
 הפונקציה לא רציפה. אין לה בכלל גבול.  (5
1mעבור   (6    1הפונקציה רציפה, ועבורm  .הפונקציה לא רציפה 
 הפונקציה לא רציפה.  (7
 .שאלת הוכחה (8
 .שאלת הוכחה (9

10) 0k = 
 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12
 

1

פרק 5גבולות ורציפות של פונקציות של ...

60

60



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 גבולות  –סחאות ונ

0

1 1 1 1 1
0 , 0

0 0

______________________________________________________________________

0 1

______________________________________________________________________

ln

0

x

y
x

y e e e e

y x

x x x

+ −

− 

= = =  = − =
− 

= = = = 

= − −−

→− → →

ln(0 ) ln( )

______________________________________________________________________

arctan atan( ) atan(0) 0 atan( )
2 2

_____________________________________________________________________

,x

y x

y a

 

+ = −  = 

= − = − =  =

= 0

0
0 1

1 0 1

, 1 0

_____________________________________________________________________

sin sin 0 0

_____________________________________________________________________

cos

x
a

a a a a

y a a a a

y x

y

− 

− 
 

 = = = 

= =  = =

= − − − = − − −

= cos 0 1

_____________________________________________________________________

sin
0 1 0

_____________________________________________________________________

tan
1

_________________________

x

x
y

x

x
y

x

− − − = − − −

=

= − − − − − −

1

33 3

(from right)

____________________________________________

1
1 1

(1 ) 1

_____________________________________________________________________

0 0

0 0

__________________

x

x

y e e
x

y x e

y x

y x

+

 
= + 
 

= + − − −

= − − − =  = 

= − =  = 

0 0

___________________________________________________

Defined Limits:

, ( ) , , , ( ) , / ( )

Undefined Limits :

0
, , , 0 , 1 , 0 ,

0

a a a



 =   − = − + =   =    =    = 


−  


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 מסדר ראשון  נגזרות חלקיות

 שאלות 

 .הפונקציה הנתונהאת הנגזרות החלקיות מסדר ראשון של  וחשב 10-1בשאלות 

1) 3 2 2( , ) 4 3 2 3f x y x x y x y= − + + 2) 5( , ) lnf x y x y= 

3) 
( )2 4

2

5ln
( , )

5 y

x y y y
f x y

y y y

+
=

+ +
)רק 

xf.) 4) ( ) ( )2 3( , ) 2 3f x y x y x y= +  + 

5) 
2

2

3
( , )

x y
f x y

x y

−
=

+
 6) ( )( , ) sinf x y xy= 

7) ( , ) arctan(2 3 )f x y x y= + 8) ( , ) cosf r r = 

9) 2 3( , , )f x y z xy z= 10) ( , , ) sin( )uvf u v t e ut= 

  

)נתון  (11 ) ( ), lnz x y x y= +. 

כי   וחיהוכ
1

2

z z
x y

x x

 
 +  =
 

. 

 

)נתון  (12 ) 2 1
, , xf x y z e y

z

 
= − 

 
. 

  וחשב
1 1 1

0, 1, , 0, 1, , 0, 1,
2 2 2

f f f

x y z

       
− − −     

       
 . 

 

 הערת סימון

1 2( , ) ;x y

f f
f f x y f f f f

x y

 
=  = = = =

 
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 תשובות סופיות 

1) 2 212 6 2xf x xy= − +  26 3yf x y= − + 

2) 45 lnxf x y=   
5

y

x
f

y
= 

3) 
( )4

2

5ln
2

5
x y

y y y
f x

y y y

+
=

+ +
 

4) 2 36 6 2xf x xy y= + +  2 3 26 12 3yf xy y x= + + 

5) 
( )

2 2

2
2

2 3
x

x xy y
f

x y

+ +
=

+
  

( )

2 2

2
2

3 3 2
y

x y x y
f

x y

− + −
=

+
 

6) cos( )xf xy y=    cos( )yf xy x=  

7) 
2

2

1 (2 3 )
xf

x y
=

+ +
  

2

3

1 (2 3 )
yf

x y
=

+ +
 

8) cosrf =   sinf r = − 

9) 2 3

xf y z=   32yf xyz=   2 23zf xy z= 

10)  sin cosuv

uf e v ut t ut= + sinuv

vf u e ut=    cosuv

tf u e ut=   

 הוכחה.שאלת  (11

12) 
1 1 1

0, 1, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 4
2 2 2

f f f

x y z

       
− = − − = − − =     

       
 

 

 הערת סימון

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
   
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 מסדר שני נגזרות חלקיות

 שאלות 

 : הפונקציה הנתונהשל   עד סדר שניהנגזרות החלקיות כל את  וחשב 14-1בשאלות 

1) 2 2 2( , ) 4 4 10f x y x x y x y= − + + 
 

2) 4( , ) lnf x y x y= 
 

3) 3 3( , ) 6f x y x y xy= + − 
 

4) 3 3( , ) 3(1 )( )f x y x y y x y= + + − + 
 

5) ( , ) ( )f x y xy x y= − 
 

6) ( , ) ( 9)(2 6)(4 3 12)f x y x y x y= − − − + 
 

7) ( , ) ( )xyf x y e x y= + 
 

8) ( )2 2( , ) x yf x y e x y+= + 

 

9) ( ) ( )2 2
2 2( , ) 2

x y
f x y x y e

− +
= + 

 

10) ( )2 2( , ) ln 1f x y x y= + + 

 

11) ( )2 2( , ) lnf x y x y= + 

 

12) ( )2 23( , ) lnf x y x y= + 

 
13) ( , ) sin(10 4 )f x y x y= + 

 
14) ( , , )f x y z xyz= 
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)  וחשב (15 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y xy x y= − −. 

 

)  וחשב (16 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y x y= +. 

 

)  וחשב (17 )' 1,1xyf,  עבור( ) 2 2,f x y x y= +. 

 

)נתון  (18 )
2

,
ln

x
f x y

y x
=

+
. 

)  וחשב ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1, , 1, , 1,

f f f
e e e

x y x y

  

   
 . 

 

 

 

 

 ערת סימוןה

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
   
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 תשובות סופיות 

1) 28 2 4xf x xy= − +  28 2xxf y= −   22 10yf x y= − + 
22yyf x= −   4xyf xy= −   4yxf xy= − 

2) 34 lnxf x y=   212 lnxxf x y=   
4

y

x
f

y
= 

4

2yy

x
f

y
= −   

34
xy

x
f

y
=   

34
yx

x
f

y
= 

3) 23 6xf x y= −   6xxf x=   23 6yf y x= − 

6yyf y=    6xyf =    6yxf = − 

4) 23 3 3xf x y= + −  6xxf x=   23 3 3 6yf y x y= + − − 

6 6yyf y= −   3xyf = − 

5) 22xf xy y= −   2xxf y=   2 2yf x xy= − 

2yyf x= −   2 2xy yxf f x y= = − 

6) 22 8 3 1 24 0 57 1 72 0 0xf xy y x y = −  − − +  + + + 

22 4 1 3 2 0 54 57 1 0 27 0yf x x y y x =  −  − − +  + + +  

 2 8 0 24xxf y= − −  2 0 6 1 54 0 0yyf x= −  − + + 

 2 8 1 6 0 57 0xyf x y=  − − + + 

7) ( )2 1xy

xf e xy y= + +  ( )2 1xy

yf e x xy= + + 

( ) ( )2 1 0 0xy xy

xxf e y xy y y e=  + + + + +  ( ) ( )2 1 0xy xy

yyf e x x xy x e=  + + + +  

 ( ) ( )2 1 2xy xy

xyf e x xy y x y e=  + + + +  

8) ( )2 2 2x y

xf e x y x+= + +    ( )2 2 2x y

yf e x y y+= + + 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

xxf e x y x x e+ += + + + +, 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

yyf e x y y y e+ += + + + + 

( )2 2 2 2x y x y

xyf e x y x y e+ += + + +  

9) ( )
2 2 3 22 2 4x y

xf e x x xy− −= − −   ( )
2 2 2 34 2 4x y

yf e y x y y− −= − − 

( )( ) ( )
2 2 2 23 2 2 22 2 2 4 2 6 4x y x y

xxf e x x x xy x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 22 3 2 22 4 2 4 4 2 12x y x y

yyf e y y x y y x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 23 22 2 2 4 4 2x y x y

xyf e y x x xy x y e− − − −= − − − + −  

1
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10) 
2 2

2

1
x

x
f

x y
=

+ +
     

2 2

2

1
y

y
f

x y
=

+ +
  

( )
2

2 2

2 2

1
xy

y x
f

x y


=

+ +
    

( )
( )

2 2

2 2

2 1 2 2

1
yy

x y y y
f

x y

 + + − 
=

+ +
 

11) 
2 2

2
x

x
f

x y
=

+
  

2 2

2
y

y
f

x y
=

+
  

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
xx

x y x x
f

x y

+ − 
=

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
yy

x y y y
f

x y

+ − 
=

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2
xy

x y y x
f

x y

+ − 
=

+
 

12) 
2 2

2 1

3
x

x
f

x y
= 

+
  

2 2

2 1

3
y

y
f

x y
= 

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
xx

x y x x
f

x y

+ − 
= 

+

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
yy

x y y y
f

x y

+ − 
= 

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2 1

3
xy

x y y x
f

x y

+ − 
= 

+
 

13) ( )10cos 10 4xf x y= +  ( )100sin 10 4xxf x y= − + 

( )4cos 10 4yf x y= +  ( )16sin 10 4yyf x y= − + 

( )40sin 10 4xyf x y= − +  ( )40sin 10 4yxf x y= − + 

14) xf yz=  0xxf =  xyf z= xzf y= 

yf xz=  yxf z= 0yyf = yzf x= 

zf xy=  zxf y= zyf x= 0zzf = 

15) 2− 

16) 1− 

17) 
1

2 2
− 

18) 
2

4 1
1

16

e e

 
+ 

  

1
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 לפי ההגדרה נגזרות חלקיות

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 . 

)  את הנגזרות החלקיות של הפונקציה הבאה בנקודה וחשב . א )0,0. 

) רציפה בנקודה האם הפונקציה .ב )0,0? 

 האם פונקציה גזירה חלקית היא בהכרח רציפה?  . ג
 

את הנגזרות החלקיות של    ומצא (2
( ) ( )

( ) ( )

3

2 2
, 0,0

( , )

0 , 0,0

x
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

, 

)בנקודה  )0,0. 

 

)את הנגזרות החלקיות של    ומצא (3 )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 4
, 0,0

,

1 , 0,0

y x
x y

f x y y x

x y

 +
 

=  +


=

, 

) בנקודה )0,0. 

 

) נתונה הפונקציה (4 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

y x
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 . 

)  שהפונקציה לא רציפה בנקודה וחיהוכ . א )0,0 . 

)שלפונקציה קיימות נגזרות חלקיות בנקודה   וחיהוכ .ב  אותן.   ווחשב 0,0(

 

 נתונה הפונקציה (5
( ) ( )

( ) ( )

3 4

2 2
, 0,0

( , )

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 . 

 את הנגזרות החלקיות של הפונקציה.  וחשב . א

) של הפונקציה רציפות בנקודה  הנגזרות החלקיותהאם  .ב )0,0? 
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) נתונה הפונקציה (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
xy x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

 . 

(0,0)האם  ובדק . א (0,0)xy yxf f=,  .על ידי חישוב ישיר 

) האם הנגזרות המעורבות רציפות בנקודה .ב )0,0? 

(1,4)האם  . ג (1,4)yxyxyxy xyxyxyxf f=. 

 

 הערה
 סעיף ב'. 7-ו 6שאלות  – דיפרנציאביליותתחת הכותרת  ,תרגילים נוספים בהמשך הפרק

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

(0,0)א.  (1 0 , (0,0) 0x yf f= )ב. לא רציפה בנקודה = )0,0 . 

 ג. פונקציה גזירה חלקית אינה בהכרח רציפה.

2) (0,0) 1 , (0,0) 0x yf f= = 

3) (0,0) 0 , (0,0) 0x yf f= = 

(0,0)ב.   א. שאלת הוכחה. (4 0 , (0,0) 0x yf f= = 

א.  (5

( )

( )

4 2 2 4

2
2 2

5 2 3 3

2
2 2

3 2
( , ) (0,0)

( , )

1 ( , ) (0,0)

2 4 2
( , ) (0,0)

( , )

0 ( , ) (0,0)

x

y

x x y xy
x y

f x y x y

x y

y x y x y
x y

f x y x y

x y

 + −


= +


=

 + −


= +


=

 . ב. לא רציפות 

(0,0)א.  (6 1 (0,0) 1xy yxf f= − = 

)ב. הנגזרות המעורבות לא רציפות בנקודה  .ג. כן .0,0(

1

פרק 6נגזרות חלקיות דיפרנציאבליות

69

69



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 ליות ידיפרנציאב

 שאלות 

)  האם הפונקציה הנתונה דיפרנציאבילית בנקודה וקבד 1-4בשאלות  )0,0. 

1)    ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
, 0,0

2,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 

 

2) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
sin , 0,0

,

0 , 0,0

x y x y
x yf x y

x y


+ 

+= 


=

 

 

3) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

y
x y

x yf x y

x y




+= 


=

 

 

4) ( )
( ) ( )

( ) ( )

4
, 0,0

4,

0 , 0,0

x y
x y

y xf x y

x y

+


+= 
 =

 

 

)  הפונקציהדיפרנציאביליות   וקבד (5 ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

1

, 0,0,

0 , 0,0

x ye x yf x y

x y

−
+


 = 
 =

. 

 

) נתון (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

mx y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 ,m .קבוע 

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . א
 הפונקציה גזירה חלקית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   .ב
 הפונקציה דיפרנציאבילית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . ג
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) נתון (7 ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

m

xy
x y

x yf x y

x y




+= 


=

,m  .קבוע 

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . א
 הפונקציה גזירה חלקית בראשית?  mכים של  עבור אילו ער .ב
 הפונקציה דיפרנציאבילית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . ג

 

)פונקציה דיפרנציאבילית בנקודה   fתהי   (8 )0,0 . 

)נגדיר פונקציה חדשה     )
( ), 0

,
0 0

f x y xy
x y

xy



= 


 . 

(0,0)נתון  (0,0) (0,0) 0x yf f f= = =. 

) דיפרנציאבילית בנקודה -ש וחיהוכ )0,0. 

 

)דיפרנציאביליות   וקבד (9 )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 2 3

sin
, , 0,0,0

, ,

0 , , 0,0,0

z xy
x y z

f x y z x y z

x y z




= + +


=

, 

) בנקודה )0,0,0. 

 

:נתונה  (10 nf R R→, המוגדרת על ידי ( )

2

2

1 1
0

0.5 0

x
x

f x x

x

 + −
 

= 


=

. 

0xדיפרנציאבילית בנקודה  fהאם  =? 
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 תשובות סופיות 

 לא דיפרנציאבילית.  (1

 דיפרנציאבילית.  (2

 דיפרנציאבילית. לא  (3

 לא דיפרנציאבילית.  (4

 דיפרנציאבילית בכל נקודה במישור. (5

1mא.  (6     .0בm    .2גm 

1mא.  (7    ב. לכלm     .0.5גm  

 הוכחה.שאלת  (8

 דיפרנציאבילית.  (9

 כן. (10

1
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 של מספר משתנים בפונקציות כלל השרשרת 

 שכל הנגזרות הרשומות קיימות.  וחי, הנבתרגילים בפרק זה
 

 שאלות 

2נתון:  (1 2ln( )z x y= − ,2 22 ,x u v y u v= − = +. 

u, חשבו: vz z. 

 

24נתון:  (2 , 4 , u vv t k u t m z e −= + = + = . 

, חשבו: ,t m kz z z. 

 

2נתון:  (3 2( )z f x y= − . 

0x הוכיחו: yy z x z +  =. 

 

)נתון:  (4 )z f xy= . 

0x הוכיחו: yx z y z −  =. 

 

נתון:  (5
x

z f
y

 
  
 

= . 

0x הוכיחו: yx z y z +  =. 

 

)נתון:  (6 , )z f x y y x= − − . 

0x הוכיחו: yz z+ =. 

 

)נתון:  (7 , , )w f x y y z z x= − − − . 

0x הוכיחו: y zw w w+ + =. 

 

sinנתון:  (8 (sin sin )u x f y x= + − . 

cos הוכיחו: cos cos cosx yu y u x x y+ =. 

 

1
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2נתון:  (9 2( )z y f x y=  − . 

 הוכיחו:
2

1 1
x y

z
z z

x y y
+ =. 

 

נתון:  (10
y

z xy xf
x

 
 
 

= + . 

x הוכיחו: yx z y z xy z +  = +. 

 

)2נתון:  (11 , , ) ,
y z

u x y z x f
x x

 
 
 

=  . 

2x הוכיחו: y zxu yu zu u+ + =. 

 

)נתון:  (12 , ) ( ) ( )h x y f y ax g y ax= + + − . 

2הוכיחו:
xx yyh a h= . 

 

)נתון:  (13 , ) ( sin ) ( sin )x xu x y f e y g e y= − . 

 הוכיחו:

 . א
2sin

xx x
xx yy

u u
u u

y

−
+ = 

xy .ב yxu u= 

) את חשבו . ג )1,xyu אם ידוע ש ,-( ) ( )' 0 2, ' 0 1f g= = . 

 

sinנתון:  (14 , cos , ( , )y r x r u f x y = = = . 

) הוכיחו: . א ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2

1
x y ru u u u

r + = +. 

2 הוכיחו: .ב 2cos 2 cos sin sinrr xx xy yyu f f f   = + +. 

 הוכיחו: . ג
2

1 1
xx yy rr rf f u u u

rr + = + +. 
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)נתון  (15 , )z h u v=  ונתון כי ,( , ) , ( , )u f x y v g x y= מקיימות את משוואת   =

x,רימן, כלומר מקיימות  -קושי y y xu v u v= = −. 

 כי:  וחיהוכ

u, . א v  .מקיימות את משוואת לפלס 

0xx כלומר, yyu u+ 0xxוכן   = yyv v+ =. 

) .ב ) ( ) ( )
2 2

xx yy x x uu vvh h u v h h 
 
 

+ = + + 

 

)נתון:  (16 )sinh , cosh , ,y r s x r s u f x y= = = . 

)כי:   וחיהוכ ) ( ) ( ) ( )
22 22

2

1
x y r su u u u

r
− = −. 

 

)פונקציה   (17 ),f x y  תיקרא הומוגנית מסדרn אם ,( ) ( ), ,nf tx ty t f x y= . 

 הומוגנית, אז:  fכי אם  וחיהוכ

) . א ),x yx f y f n f x y +  =   

) .ב ) ( )2 2 2 1 ,xx yy xyx f y f xyf n n f x y+ + = −  

 

)נתונה הפונקציה  (18 )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yz f x y

x y




+= = 
 =

 . 

)  החלקיות של הפונקציה בנקודהאת הנגזרות חשבו  . א )0,0. 

2נתון  .ב ,x t y t= =. 

 באופן ישיר. z(0)'את חשבו 

2נתון  . ג ,x t y t= =. 

 כלל השרשרת. לפי z(0)'את חשבו 

 האם הפונקציה דיפרנציאבילית.   וקבע ,בעזרת תוצאת סעיף ג' בלבד .ד
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 תשובות סופיות 

1) ( )2 2 2 2

1 1
2 2 2 2uz x y u

x y x y
=   + − 

− −
 

2) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 1 4, 1 4, 1 1u v u v u u v

t m kz e t e z e z e− − − −=  + −  =  = −  

 −eג.      (13

)  א.    (18 ) ( )0,0 0,0 0x yf f= ב.   =
4

5
 דיפרנציאבילית. ד. לא  0ג.  

 
 GooL.co.il היכנסו לאתר שאר השאלות הן שאלות הוכחה, לפתרונות מלאים

1
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 נגזרת מכוונת וגרדיאנט

 שאלות 

2 תהי (1 2( , )f x y x y= +. 

 (3,4).ואת אורכו בנקודה   f את הגרדיאנט של חשבו  . א

 מהי משמעות התוצאה? 

 .(3,4)העובר דרך   ,f שהגרדיאנט הוא נורמל לקו הגובה שלהראו  .ב

 

)2תהי  (2 , ) 3f x y x y=. 

3קטור ובכיוון הו, (1,2)בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו  4u = +i j . 

 

)תהי  (3 , ) sin( )f x y x xy= −. 

,1  בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 
2

 
 
 

, 

קטור ובכיוון הו
1 3

2 2
u = +i j. 

 

2תהי  (4 2( , ) 2 3 5f x y x xy y= − +. 

 בכיוון וקטור היחידה, ,(1,2)  בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 

 .x-ר העם החלק החיובי של צי 45 של זווית היוצר
 

)2תהי  (5 , )f x y xy=. 

 .(4,5) הנקודלבכיוון   (1,3)  בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 

 

2תהי  (6 2( , , )f x y z x y z=. 

 ,(2,1,4)בנקודה  ,f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 

1 קטורובכיוון הו 2 2u =  +  + i j k. 

 

)  בנקודה V החשמליאם הפוטנציאל  (7 , )x y,  2נתון על ידי 2ln x yV +=, 

 . (2,6)  נקודהלבכיוון  (3,4) בנקודההפוטנציאל קצב השינוי של  אתמצאו  

 

)את הכיוון בו הנגזרת המכוונת של מצאו   (8 , ) (cos sin )xf x y e y y= + 

 את ערכה.חשבו ו ,היא מקסימלית (0,0) בנקודה

1
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3את הכיוון בו הנגזרת המכוונת של הפונקציה מצאו   (9 2( , , ) 2 3f x y z x y y z= −, 

,1,2) בנקודה  .את ערכהחשבו ו ,היא מקסימלית −(1

 

2אם הטמפרטורה נתונה על ידי   (10 2 2( , , ) 3 5 2f x y z x y z= −   מצאנ ניוא ,+

 בנקודה
1 1 1

, ,
3 5 2

 
 
 

 ללכת?  יבאיזה כיוון עלי ורוצה להתקרר כמה שיותר מהר, 

 

)2נתונה הפונקציה  (11 , ) 4f x y x y= . 

)את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה מצאו   . א )1,2, 

 .x-ה עם הכיוון החיובי של ציר 30ית של והיוצר זו בכיוון וקטור

)את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה מצאו   .ב )1,2, 

 .y-ה עם הכיוון החיובי של ציר 30וית של והיוצר ז בכיוון וקטור

)הצגה פרמטרית של הישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה מצאו  . ג )1,2, 

 קטור הנתון בסעיף ב'.ובכיוון הו
 

2נתונה הפונקציה  (12 4( , , )f x y z x yz=. 

,1)את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה מצאו   2, )1−, 

 ,x-ה עם הכיוון החיובי של ציר 60היוצר זווית של  בכיוון וקטור
 .z-ה של ציר הכיוון החיובי עם 60-ו

 חדה.  y- ה ית עם צירושהזו וחיהנ
 

2נתונה הפונקציה  (13 2 3( , )f x y xy x y−=  .Q(1,1) נקודההונתונה  −

 ,Qה את הנגזרת הכיוונית של הפונקציה בנקודחשבו  . א

 .x-ה צירהכיוון החיובי של עם  60 ויתושיוצר ז בכיוון וקטור

)-כך ש ,uוקטור  מצאו  .ב )Q 0
f

u


=


. 

)- כך ש ,uהאם קיים וקטור  . ג )Q 6
f

u


=


? 
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)נתונה הפונקציה  (14 )
( ) ( )

( ) ( )

3 2

2 2
, 0,0

4,

0 , 0,0

x xy
x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

 . 

)כי הפונקציה רציפה בנקודה הוכיחו  . א )0,0. 

)את הנגזרות החלקיות של הפונקציה בנקודה  חשבו  .ב )0,0. 

 .f(0,0)את חשבו  . ג

)דיפרנציאביליות הפונקציה בנקודה בדקו  .ד )0,0. 

)בנקודה   fאת הנגזרת המכוונת של הפונקציה מצאו   .ה )0,0 , 

,1) וקטורובכיוון ה 1)u = −. 

 בדרך שונה מהדרך בסעיף ד'.   ,מדוע הפונקציה אינה דיפרנציאביליתהסבירו  .ו
 

2פונקציה  ה (15 2 2( , , ) 2 4f x y z x y z= + )מתארת טמפרטורה בנקודה  ,+ , , )x y z. 

,2)מהי הטמפרטורה בנקודה  . א 4,1)? 

)אוסף הנקודות  .ב , , )x y z,  20בהן הטמפרטורה שווה, 
 מהווה משטח מפורסם. מהו? 

,2)נמלה שנמצאת בנקודה  . ג  רוצה להגיע לטמפרטורה גבוהה יותר. (4,1
 על מנת שקצב שינוי הטמפרטורה יהיה מקסימלי? ,באיזה כיוון עליה לנוע

1z)מישור   1הנמלה שלנו נמצאת כעת על שולחן בגובה  .ד =) , 
,2)בנקודה   ,היא רוצה להגיע לטמפרטורה גבוהה יותר , . כמו בסעיף ג(4,1

 את השולחן. לעזוב אך הפעם אסור לה
 ? באיזה כיוון עליה לנוע על מנת שקצב השינוי שלה יהיה מקסימלי

 

ה (16 2שעל המשטח  ,(2,1,14)מוחזקת בנקודה  גֻּלָּ 220 2z x y= − −. 
האת ה שחררו  תחילה לנוע על המשטח כלפי מטה.הוהיא   גֻּלָּ

 מהו המשטח הנתון? . א

)קטור ואת הומצאו   .ב , , )u a b c=, ההמתאר את כיוון הנפילה של ה  . גֻּלָּ

 

)תהי  (17 ),f f x y=  :פונקציה דיפרנציאבילית בכל המישור, המקיימת 

1. ( )
2

2 4,
2

x
f x x x=  .xלכל  +

)הנגזרת המכוונת של  .2 ),f x y בנקודה ,( , בכוון הווקטור 1,1(
4 3

,
5 5

 
 
 

, 

 .1שווה 

)בנקודה   fאת הגרדיאנט של חשבו  )1,1. 
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)נתונה  (18 , , )f f x y z= ימת  יהמק  ,דיפרנציאבילית( )2 2, , 2f x y x y x y+ = +. 

נתון כי  
5

(0, 2, 4)
3

f

u


= −


)כאשר   , 2,1, 2)u = −. 

,0)את חשבו  2, 4)f. 

 

נתונה הפונקציה  (19
1 2

3 3( , ) 12f x y x y= . 

(8,1) אתחשבו  . א
f

u




,3)וקטור ובכיוון ה , 4)u =. 

)האם הפונקציה דיפרנציאבילית בנקודה בדקו  .ב )0,0  . 

(0,0)חשבו   . ג
f

v




 ית והיוצר זו, vבכיוון וקטור , 

 .x-ה עם הכיוון החיובי של ציר

(0,0)הנגזרת המכוונת  ,באיזה כיוון  .ד
f

v




 תהיה מקסימלית?  

 מהו הערך המקסימלי של הנגזרת? 

 

)נתונה הפונקציה  (20 )
2

2

1
sin 20 21 0

,

21 0

x x y x
f x y x

y x


+ + 

= 
 =

 . 

(0,0)מתקיים  mעבור אלו ערכים של   . א
ˆ

f
m

u





 ?û יחידהלכל וקטור  ,

(0,0)המקיים   ,ûוקטור יחידה  מצאו  .ב 0
ˆ

f

u


=


. 

 
 

 הערות סימון 

(1,0) :2 במישור (1 , (0,1)= =i j ,ולכן ניתן לסמן וקטור במישור בשתי דרכים : 

( , )u x y= או  u x y= +i j. 

(3,4) :למשל  3 4u u=  = +i j. 

(1,0,0): 3  במרחב , (0,1,0) , (0,0,1)= = =i j k, 

)  ולכן ניתן לסמן וקטור במרחב בשתי דרכים: , , )v x y z= ,או  v x y z= + +i j k. 

(3,4,5) :למשל  3 4 5u u=  =  +  + i j k. 

 . uאו   uגם  u יש המסמנים וקטור (2

 
 .ûוקטור יחידה יסומן  (3

  

1
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 תשובות סופיות 

)א. הגרדיאנט  (1  . 10ב. אורך הגרדיאנט  .6,8(

2) 
48

5
 3) 

1

2
 4) 7.5 2 

5) 3 13 6) 
88

3
 7) 

1
5

5
 

)וקטור והנגזרת המכוונת מקסימלית בכיוון ה (8  .2- ושווה ל 1,1(

 . 22-ושווה ל (12-,12,14)קטור והנגזרת המכוונת מקסימלית בכיוון הו (9

)וקטורובכיוון ה (10 )2, 2, 2− −. 

8א.  (11 3 8ב.    +2 2 )ג.   +3 )
1 3

: 1,2,4 , ,8 2 3
2 2

t
 

+ +  
 

 

12) 
1

2
2
− 

א.  (13
1 5

3
2 2

− )  ב.  + )5,1u  ג. לא.   .)יש עוד( =

,1  ב.  א. הוכחה. (14 0x yf f= )ג.   = )(0,0) 1,0f = 

 0 ה.   נציאבילית. ד. לא דיפר

) קטורו בכיוון הוג.   אליפסואיד.ב.   מעלות.  73א.  (15 )8,32, 2 . 

)קטור וד. בכיוון הו  )8,32 . 

,4,4)ב.    א. פרבולואיד. (16 32)u = − 

17) ( )
1

1,1
3

f
− 

 =  
 

 

18) (0, 2, 4) (2, 3,1)f = − 

א.  (19
67

5
)ג.  דיפרנציאבילית. לא  ב.   )

1
3 312 cos cos − 

54.73  ד. =, ( )
1

3(0,0) 12 2 / 27
f

Max
v


=


 

29mא.  (20    .ב( )ˆ 21/ 29, 20, 29u =  )יש אחרים(. −

1
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 הפן הטכני  –פונקציות סתומות 

 שאלות 

2כאשר   ,y'את  מצאו   (1 5 1x y xy+ = +, 

 .y(0)'את חשבו ו

 

2כאשר   ,y(1)'את  מצאו   (2 2 5 4x ye x y x+ = −. 

 

)''את  מצאו   (3 ) , '( )y e y e  , 2כאשרln ln 1x y+ =. 

 

נתון  (4
2 22 ( )sin 0x yz e x y z+− + + = ( )( , ) 0z z x y= . 

,(0,0)את חשבו  (0,0)
z z

x y

 

 
. 

 

נתון  (5
2 22 4( )sinx yz e x y z e+− + + = − ( )( , ) 0y y x z= . 

,(0,0) אתחשבו  (0,0)x zy y. 

 

נתונה המשוואה  (6
1 1

x y x y f
x z

 
− =   − 

 
. 

2כי  הוכיחו  2 2

x yx z y z z +  =. 

 

3נתון  (7 2 0z xz y− + = ( )( , ) 0z z x y= . 

 .xxz(1,1)מצאו  

 

3 נתונה משוואה (8 3 4z xyz− ,2,1) ונקודה =  : ו אתמצא .−(2

 xxz(2,1) . א

 xyz(2,1) .ב

 yyz(2,1) . ג
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נתונה מערכת משוואות:  (9
2

2

3

2 2

u v x y

u v x y





− = +

− = −
. 

,את חשבו  . א , ,x x y yu v u v. 

xyכי   והרא .ב yxu u=. 

 
 אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. הערה: בסעיף ב' *
 

2 נתונה מערכת משוואות: (10 2

3 3

x u v

y u v

w u v

= +


= +


= +

. 

x,את חשבו  . א yw w. 

x,חשבו   .ב wy y . 

 

נתונה מערכת משוואות:  (11
4

4

xyz

x y z

=


+ + =
. 

)''כי  הוכיחו  ) ''( ) 0z x y x+ =. 
 

נתונה המערכת:  (12
cos sin ln ( )

sin cos '( )

x u y u z f u

x u y u f u

+ + =

− + =

. 

 כי: הוכיחו 

) . א ) ( )
22 2

x yz z z+ = 

xy .ב yxz z= 
 

 הערה: בסעיף ב' אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. *
  

1
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 תשובות סופיות 

1) 
1

'(0)
5

y = 

2) '(1) 5y = 

3) 
2 3

2 6
'( ) , ''( )y e y e

e e
= − = 

4) 
sin1

(0,0) (0,0)
2

x yz z= = − 

5) 
4

1
(0,0) 0, (0,0)

2
x zy y

e
= = 

 הוכחה.שאלת  (6

7) (1,1) 16xz = − 

8) (2,1) (2,1) 1, (2,1) 4xx xy yyz z z= = = 

  א. (9
12 1 4 2 3 2 4 1 1

, , ,
8 1 8 1 8 1 8 1 8

x y x y

v v u u
u u v v uv

uv uv uv uv

− + − +  
= = = =  

− − − −  
 

 הוכחה. שאלת ב.

)א.  (10 )
3

3 , ( )
2

w w
uv v u u v

x y

 
= − = + 

 
 

)ב.   )
2 2

,
3( )

y uv y
u v

x v u w v u

 
= − =  

 +  +
 

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

1
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 שימושים גאומטריים

 שאלות 

נתון משטח המוגדר ע"י הפונקציה   (1
2 2

2 3
4 9

x z
y+ + =   ( )0z . 

,2בה   ,Pמהי משוואת מישור משיק למשטח בנקודה  1x y=− =? 

 

8xyzמשוואה של מישור משיק למשטח מצאו   (2 )בנקודה  = 2,2, 2)− −, 

 משוואה של הישר הפרמטרי הניצב למשטח הנתון בנקודה זו.  וכן
 

2מישור המשיק למשטח  מצאו   (3 2 28 21 27x y z+ = −, 

8  המקביל למישור 18 0x y z+ + =. 

 

xלמשטח  (4 y z a+ +  מישור המשיק בנקודה כלשהי. העבירו =

,ך את הצירים  מישור זה חות ,x y z  בנקודותA,B,C, .בהתאמה 

O:  נסמן (0,0,0)=. 

 . OA + OB + OC = a  וחיהוכ
 אינו תלוי בנקודת ההשקה(  שסכום הקטעים נוכיח למעשה)

 

2המשטח נתון  (5 2 23 2 8x yz y xz z+ = ,1)הנקודה ונתונה  ,− 2, 1)−. 

3חותך את המישור  ,הישר הנורמלי למשטח בנקודה הנתונה 2 10x y z+ − =, 
 .Qבנקודה 

 . Qאת הנקודה מצאו  
 

2 שהמשטח והרא (6 32 4x yz y− +  לכל אחד מחברי משפחת מאונך  =

2המשטחים   2 21 (2 4 )x a y az+ = − ,1) בנקודת החיתוך ,+ 1, 2)−. 
 

:משוואת הישר המשיק לעקום מצאו   (7 6sin , 4cos3 , 2sin 5C x t y t z t= = =, 

בנקודה בה  
1

4
t =. 
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 על הסעיפים הבאים: וענ (8
:נתון עקום   . א ( ) , ( ) , ( )C x x t y y t z z t= = =, 

)ונתונה נקודה  )0 0 0P , ,x y z,  המתקבלת מהצבת
0t t=  .במשוואת העקום 

 כי משוואת המישור הנורמל לעקום היא  וחיהוכ

   0 0 0 0 0 0'( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) 0x t x x y t y y z t z z − +  − +  − =. 

 את משוואת המישור הנורמל לעקום  מצאו   .ב

     : 6sin , 4cos3 , 2sin 5C x t y t z t= = =, 

0.25tבנקודה בה   =. 
 

  עקומותנתונות שתי   (9
2 2

1

2

2

: 2 1 1

: 1

C x t y t z t t

C x s y s z s

= + = − = +

= = − = −
, 

 וכי שתיהן נחתכות בנקודה ,Sנתון כי שתי העקומות נמצאות על משטח  ו
 .xy  הנמצאת במישור

 את נקודת החיתוך בין שתי העקומות. מצאו   . א

 העקומות בנקודת החיתוך את משוואת המישור המשיק לשתי מצאו   .ב
 שבין שתי העקומות. 

 

 נתונות שלוש עקומות (10

2 2

1

2

2

2

3

: 2 1, 1,

: , , 1

: 2, , 1

C x t y t z t t

C x s y s z s

C x u y u z u

= + = − = +

= = − = −

= + = = −

, 

 וכי שלושתן נחתכות בנקודה ,S  נתון כי שלוש העקומות נמצאות על משטחו
 .xy  הנמצאת במישור

 את נקודת החיתוך בין שתי העקומות. מצאו   . א

 ! ו? נמקS  האם בנקודה הנ"ל ניתן להעביר מישור משיק למשטח .ב

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (11

שמשוואת הישר המשיק לעקום:   וחיהוכ . א
( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=


=
, 

:היא   ,שעליו P בנקודה P (P) (P)t F G+  . 

,1)בנקודה  .ב  את משוואת הישר המשיק לעקום: מצאו  ,−(1,1

      
2

2 2

2 3

3 2

xz x y

x y y z

 − =


+ = −
 

  

1

פרק 9פונקציות סתומות - שימושים גיאו...

86

86



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 על הסעיפים הבאים: וענ (12

שמשוואת המישור הנורמלי לעקום  וחיהוכ . א
( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=


=
 , 

0היא   ,שעליו Pה בנקוד 0 0( ) ( ) ( ) 0a x x b y y c z z− + − + − =, 

)כאשר  , , ) (P) (P)a b c F G= . 

,1)בנקודה  .ב  את משוואת המישור הנורמלי לעקום:  מצאו  ,−(1,1

      
2

2 2

2 3

3 2

xz x y

x y y z

 − =


+ = −
 

 

2נתונה הפונקציה  (13 3:r 2, על ידי  → 2cos , sin ,x u v y u v z u v= = = +. 
 מהן הנקודות שעבורן קיים מישור משיק? 

)מצאו את משוואת המישור המשיק, בנקודה   ) ( ), 1,0u v =. 

 

 ביטוי לווקטור היחידה, המאונך למשטח מצאו  (14
sin cos , sin sin , cosx u v y u v z u= = =, 

עבור     0, , 0, 2u v  . 

 באיזה משטח מדובר? 
  

1

פרק 9פונקציות סתומות - שימושים גיאו...

87

87



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

1) 3 6 2 18 0x y z− + + = 

2) 6 0 , ( 2,2, 2) (1, 1,1)x y z t− + + = − − + − 

3) 8 18 21 , 8 18 21x y z x y z+ + = + + = − 

 הוכחה.שאלת  (4

5) (7, 9, 15)Q − − 

 הוכחה.שאלת  (6

7) ( ) ( ): ( , , ) 3 2, 2 2, 2 3 2, 6 2, 5 2x y z s= − − + − − 

3ב.   הוכחה. שאלת א.  (8 6 5 26 2x y z− − = 

,1)א.  (9 1,0)P 2ב.    − 1x z− = 

,1)נקבל שנקודת החיתוך היא א.  (10 1,0)P  ב. לא. .−

)ב.   הוכחה.שאלת א.  (11 , , ) (1, 1,1) (3,16,2)x y z t= − + 

3ב.   הוכחה. שאלת א.  (12 16 2 11x y z+ + = − 

)כל נקודה, למעט   (13 )0,0,0. 2 1x z− + = − 

14) 
( )
2 2 2

, ,
ˆ

x y zn
n

n x y z
= =

+ +
 ,1, כדור שמרכזו בראשית הצירים, עם רדיוס 

2שנוסחתו:  2 2 1x y z+ + =. 

1
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אינפי ב
פרק 10 - נוסחת טיילור לפונקציה של שני משתנים והדיפרנציאל השלם

תוכן העניינים

1. נוסחת טיילור לפונקציה של שני משתנים י 89

2. הדיפרנציאל השלם - נוסחת הקירוב הליניארי י 91
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 נוסחת טיילור לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

)  לטור טיילור עד סדר שני סביב הנקודה  1-4בשאלות את הפונקציות  ופתח  ),a b : 

1) ( ) 2, (1,2) ( , ) 3 2a b f x y x y y= = + − 

 

2) ( ), (0,0) ( , ) (1 )ln(1 )a b f x y y x y= = + + − 

 

3) ( )
2 24, (0,0) ( , ) y x ya b f x y e − −= = 

 

4) ( )
2

3
2

, (2,1) ( , )
x y

a b f x y
x y

−
= =

+
 

 

 .ln(1.5)בקירוב את  וחשב, 2 שאלהבעזרת התוצאה של  (5

 

 .3e בקירוב את וחשב, 3 שאלהבעזרת התוצאה של  (6

 

3 בקירוב את וחשב, 4 שאלהבעזרת התוצאה של  (7 2. 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 2( , ) 6 4( 1) 4( 2) 2( 1) 2( 1)( 2)f x y x y x x y= + − + − + − + − − 

2) 
2 21 3

( , ) 2
2 2

f x y x y x xy y= − − + − 

3) 2 2( , ) 1 4 7f x y y x y= + − + 

4) 
21 1 7 1

( , ) 1 ( 2) ( 1) ( 2) ( 2)( 1)
3 3 81 9

f x y x y x x y= + − − − − − + − − 

5) 
3

8
 

6) 19 

7) 
101

81
 

1
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 נוסחת הקירוב הליניארי –הדיפרנציאל השלם 

 שאלות 

)בקירוב:  וחשב (1 )2 2ln 0.01 0.99+. 

 

24בקירוב את הערך של   ובעזרת הדיפרנציאל השלם, מצא (2 15.09 (0.99)+. 

 

 את הנפח של גליל על סמך תוצאות המדידה של רדיוסו וגובהו. נחשב (3
 ,2% הרדיוס אינה עולה עלידוע שהשגיאה היחסית במדידת 

 .4% ושהשגיאה היחסית במדידת הגובה אינה עולה על
 הערך את השגיאה היחסית המקסימלית האפשרית בנפח המחושב. 

 

,10cmבמלבן  נתונות שתי צלעות  (4 24cma b= =. 
 השינוי המקורב )בעזרת דיפרנציאל( של אורךאת השינוי המדויק ואת  וחשב

 .1mm-יקצרו ב b ואת הצלע 4mm- יאריכו ב a  אלכסון המלבן אם את הצלע

 

 את האורך של תיבה, את רוחבה ואת גובהה. נמדוד (5
 .5%מדידה אינה עולה על  ית בכלהשגיאה היחס

באורך של אלכסון  את השגיאה היחסית המקסימלית האפשרית יכוהער
 התיבה, המחושב לפי תוצאות המדידה.

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0.01 − 

2) 
7

2
3200

 

3) 8% 

 .0.06153:  , שינוי מקורב0.06472: שינוי מדויק (4

5) 5% 

1
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פרק 11 - קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים

תוכן העניינים
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 קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 , 8-1בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

 :מינימום או אוכף , אותן למקסימום ונקודות קריטיות וסווג ומצא

1) 3 2( , ) 8 12 3 18f x y x xy y x= + + − 

 

2) 3 3( , ) 3 12 20f x y x y x y= + − − + 

 

3) 3 3( , ) 3 4f x y x y xy= + − + 

 

4) 3 2 4( , ) 3 2f x y x x y y= − − + 

 

5) 
2 24( , ) y x yf x y e − −= 

 

6) 2( , ) 6f x y y x y x y= − − + 

 

7) 
2 2 8

( , )
x y x y

f x y
xy

− +
= 

 

8) ( , ) cosxf x y e y= 

 

3נתון משטח   (9 3 3 4z x y xy+= − +. 

 .האופקיים למשטחהמשיקים ת המישורים ואת משווא  ומצא

 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (10
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2למישור   (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא (11 2 0x y z− − + = ,

 וכן את הנקודה על המישור הקרובה ביותר לנקודה הנ"ל. 
  

1
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 מחשבונים, בארץ ובסין.יצרן מוכר   (12
 .8$ ועלות ייצור מחשבון בסין היא 6$עלות הייצור של מחשבון בארץ היא 

ומד את הביקוש אמנהל השיווק 
1Q ואת הביקוש  ,למחשבון בארץ

2Q 

: על ידי ,למחשבון בסין
1 1 2 2 1 2116 30 20 , 144 16 24Q P P Q P P= − + = + −. 

כיצד צריכה החנות לקבוע את מחירי המחשבונים, 
1P ו-  

2Pעל מנת למקסם ,  

 מהו רווח זה?  הרווח? את

 

)נתונה הפונקציה  (13 ) 2 2,f x y x y axy= + + . 

)שהנקודה  וחיהוכ . א  קריטית. ודה היא נק 0,0(

 aעבור אילו ערכים של   ובעזרת מבחן הנגזרת השנייה, קבע .ב
 הנקודה מסעיף א' היא מקסימום, מינימום, אוכף, או שלא ניתן לדעת. 

 

bשני מספרים,  ומצא (14 aכך ש ,-( )
1

2 524 2

b

a

x x dx− −  .יהיה מקסימלי 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )אוכף;    −0.5,1( )1.5,  מינימום.  −3

2) ( )1, )מינימום ;  2  )1, 2− )מקסימום ;   − )1,  2−   ,( )1,  אוכף. −2

3) ( )אוכף; 0,0(  מינימום.  1,1(

4) ( ) ( )1,  1 1,  1− − )מינימום ;  − )1, )מקסימום ;   0  ) ( ) ( )1,  0 , 1,1 , 1,  1−  אוכף.  −

5) ( )0,  מקסימום.  2 

6) ( )4,  מקסימום.  4 

7) ( )  0.5,  מקסימום.  −4 

 אין נקודות קריטיות.  (8

9) 4, 3z z= = 

 . ס"מ  2ס"מ , גובה  4אורך ,  ס"מ  4רוחב  (10

)יחידות אורך. נקודה קרובה ביותר  1מרחק מינימלי הוא  (11 )1/ 3, 4 / 3,10 / 3. 

12) 1 210$, 12$P P=  . 288$רווח מקסימלי   =

,2עבור  ב.  א. שאלת הוכחה. (13 2a a= = ,2, לא ניתן לדעת; − 2a a  −  

2אוכף;  2a−    .מינימום 

14) 6, 4a b= − = 

1
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אינפי ב
פרק 12 - קיצון של פונקציה רבת משתנים (רמה מתקדמת) - הריבועים

הפחותים

תוכן העניינים
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 ריבועים פחותים  – קיצון של פונקציה רבת משתנים )מתקדם( 

 שאלות 

 : 1-5בשאלות את נקודות הקיצון של הפונקציות   ומצא

1) 2 2( , ) 1 2f x y xy x y= + − − 

 

2) 2 2( , ) 4f x y x y= − + 

 

3) 3( ( , )) 2 2 0z f x y z z xy x y= + + − − + = 

 

4) 3 3 2 2( , ) 3 6 3 12 8f x y x y x y x y= − − + + − + 

 

5) 
2 2 2

( , , 0) ( , , )
4

y z
x y z f x y z x

x y z
 = + + + 

 

 

2מרחק מינימלי בין הפרבולה    ומצא (6 1y x= 2לפרבולה  ,+ 2y x x= − +. 
 כגון שיטת ניוטון רפסון.   ,* לפתרון תרגיל זה נדרש ידע בפתרון נומרי )מקורב( של משוואה

 

 

1  ,נקודות n  נתונות 7-11שאלות ב 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x yקו   , ויש למצוא 

)עקום מהצורה   )y h x=,  כך שסכום ריבועי המרחקים האנכיים בין העקום

 .והנקודות יהיה מינימלי

7) ( )h x ax b= ,2)ודות עבור הנק הדגימו, + 2.5), (1,0.8), (3,3.2), (4,3.5). 

 

8) 2( )h x ax bx= )ודות עבור הנק הדגימו, + 1, 2), (2,0), (0, 2)− −. 

 

9) ( )
b

h x ax
x

= ,10)ודות עבור הנק הדגימו, + 20.2), (6,12.9), (4,8.5), (0.5, 4). 

 

10) 2
2

( )
b

h x ax
x

= ,(4,33)ודות עבור הנק הדגימו, + (2,8.5), (0.5, 2.3), (1, 4.5), (0.1,90). 

  

1
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11) 2( )h x ax bx c= + ,1)עבור   הדגימו, + 4.5), (0.5, 2.3), (0,0.8), ( 1,0.1), ( 0.5,0.12)− −. 

 

1 נקודות: nת  נתונו (12 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x y. 

yישר  ומצא ax b=  כך שסכום ריבועי המרחקים האנכיים בין הישר ,+

 והנקודות יהיה מינימלי.
 .b-ו aלהגיע לנוסחה מפורשת עבור  יש
 

,0  המתקבלים מפתרון המשוואות ,b- ו a-ניתן להניח ש 12-ו 11הערה: בשאלות   0a bf f= =, 

)המרחקים האנכיים  נותנים את המינימום המוחלט של פונקציית ריבועי  )
2

1

( , ) ( )
n

i i

i

f a b h x y
=

= − . 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ),t t  לכלt ממשי, מקסימום . 

2) (  מקסימום.  0,0(

)אין קיצון.   (3  אוכף.  1,2(

)אין קיצון.   (4  אוכף.  1,2(

5) (  מינימום.  0.5,1,1(

6) 0.375 

7) 0.88 0.3y x= + 

8) 22 4

3 3
y x x= − 

9) 
1.5039

2.032y x
x

= + 

10) 2

2

0.9
2.06y x

x
= + 

11) 21.48 2.196 0.824y x x= + + 

12) 

2

1 1 1 1 1 1 1

2 2

2 2

1 1 1 1

,

n n n n n n n

i i i i i i i i i

i i i i i i i

n n n n

i i i i

i i i i

n y x y x y x y x x

a b

n x x n x x

= = = = = = =

= = = =

− −

= =

− −
   
   
   

      

   
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אינפי ב
פרק 13 - קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ (כופלי לגראנז')

תוכן העניינים
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 ( אנז'קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ )כופלי לגר

 שאלות 

 בכפוף לאילוץ הנתון: ,את המקסימום והמינימום של הפונקציות ואמצ 4-1בשאלות 
1) 2 2 2 2( , ) ; 2 3 1 2f x y x y x xy y= + + = − 

 

2) 2 2 2 2( , ) ; 1f x y x y x y= − + = 

 

3) 2 2( , ) 4 6 ; 13f x y x y x y= + + = 

 

4) 2 2 2( , ) ; 2 6f x y x y x y= + = 

 

נתונה בעיית הקיצון  (5 max . . 3 12xy s t x y+ ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 פתרון גרפי לבעיה.הביאו  .ב

 

נתונה בעיית הקיצון  (6 max 2 . . 9x y s t x y+ + ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 גרפי לבעיה.פתרון הביאו  .ב

 

3מבין כל הנקודות הנמצאות על הישר   (7 12x y+ =, 
 שיעוריה מקסימלי.  את זו שמכפלתמצאו  

 

2מבין כל הנקודות שעל העקומה  (8 22 3 1 2x xy y+ =  את הנקודותמצאו  ,−

 מראשית ואת הנקודות שמרחקן ,שמרחקן מראשית הצירים הוא מינימלי
 מקסימלי.הצירים הוא 

 

3את המרחק הקצר ביותר מהישר  מצאו   (9 6 4 0x y− + =, 

2 לפרבולה 22 4 0x xy y y+ + + =. 

0רמז: מרחק הנקודה  0( , )x y   0מהישרax by c+ + 0הוא  ,= 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
. 

  

1
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 ק"ג עגבניות. y-ק"ג מלפפונים ו xה קונה בשוק 'מוישל (10

) ,התועלת מצריכת הסל ),x y , נתונה על ידי( ), ln lnu x y x y= +. 

 ש"ח. 2מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 , ln16 קובע לעצמו להשיג רמת תועלת ה'מוישל

 מינימאלית.  והוא מעוניין להשיג זאת בעלות
 .ה'מוישלאת בעיית  פתרו ונסחו 

 

 ק"ג עגבניות.  y-ק"ג מלפפונים ו xדני קונה בשוק  (11

) התועלת מצריכת הסל ),x y  נתונה על ידי( ),u x y xy=. 

 ש"ח. 3מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 ש"ח. 12תקציב של  לדני

 .דניאת בעיית פתרו ונסחו 

 

) ,עקומת התמורה בין מנגו (12 )x, ואננס,  ( )y,  2היא 2 13x y+ =. 

)  לדני תועלת , ) 4 6f x y x y= +. 

)מנגו( =  דני מחפש את הסל )אננס, ),x y ,על עקומת התמורה , 

 המביא למקסימום את התועלת שלו מצריכת מנגו ואננס. 
 את הבעיה. פתרו ונסחו 

 

Qליצרן פונקציית ייצור  (13 k L= +. 

,2 הם L-ו K המחירים ליחידת 1K LP P= =. 

)  והוא מחפש את הצירוף 100ברמת תפוקה מצאו היצרן נ )* *,K L, 

 המביא למינימום את העלות. 
 פתור(. ל לאאת בעיית היצרן )נסחו 

 

1נתונה בעיית קיצון תחת אילוץ   (14 2max{ ( , )} . .u x y s t p x p y I+ =. 

)תהי  )* *,x y .ניתן להניח מצב קלאסי של השקה.  נקודת הפתרון של הבעיה 

xמקיים  נז'  אהוכיחו כי כופל לגר yx u y u

I


 + 
 בנקודת הפתרון של הבעיה. =
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

2) ( ) ( )0, 1min max 1,0  

3) ( ) ( )2,3max min 2, 3− − 

4) ( ) ( )2,1max min 2, 1  − 

5) ( )6, 2max 

6) ( )9,36max 

7) ( )6, 2 

8) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

9) 7 / 45 

10) ( )min ,32 8 

11) ( )6, 2max 

12) ( )2,3max 

13)  min 2 ; 100K L K L+ + = 

 שאלת הוכחה. (14

1
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אינפי ב
פרק 14 - קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים

תוכן העניינים
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 קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים

 שאלות 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (1
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2על פני הכדור   ומצא (2 2 2 36x y z+ +  נקודהאת הנקודות הקרובות ביותר ל =

 .(1,2,2) ביותר מהנקודה ואת הנקודות הרחוקות (1,2,2)

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

 למישור (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא . א

2 2 0x y z− − + =. 

2על המישור   ודהנק ומצא .ב 2 0x y z− − + שהיא הקרובה ביותר   ,=

 .(1,2,3) ודהלנק

חישוב המרחק בעזרת הנוסחה למרחק בין  על ידיבדקו את התשובה  . ג
 למישור. נקודה

 

2את הנקודות על המשטח    ומצא (4 1z xy=  הקרובות ביותר לראשית. +

 

  והקטן ביותר מהאליפסואידאת המרחק הגדול ביותר   ומצא (5
2

2 2 1
96

x
y z+ + = 

3למישור  4 12 288x y z+ + 0רמז: מרחק הנקודה  .= 0 0( , , )x y z מהמישור 

0ax by cz d+ + + 0הוא ,  = 0 0

2 2 2

ax by cz d

a b c

+ + +

+ +

. 

 

מרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך הגליל   ומצא (6
2 2 1x y+ zוהמישור  = x y=  .לבין ראשית הצירים +

 

האליפסואידמרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך   ומצא (7
2 2 2

1
4 5 25

x y z
+ + z   והמישור = x y=  .לבין ראשית הצירים ,+

 
 הערה חשובה 

פיסיקליים   בפתרון מרבית התרגילים בפרק זה, אנו מסיקים שנקודה קריטית היא נקודת קיצון משיקולים
ישנן דרכים מתמטיות מתקדמות להוכיח פורמלית, אך   היות ומדובר בבעיות מעשיות.  ,או גיאומטריים 
 הלימוד, הסתפקנו בכך. ללמד אותן ברוב מוסדותמאחר ולא נהוג  

1
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 תשובות סופיות 

 . ס"מ 2ס"מ, גובה  4ס"מ, אורך  4רוחב  (1

,2)הנקודה הקרובה ביותר היא הנקודה (2 4, 4), 

)הנקודה הרחוקה ביותר היא הנקודה ו 2, 4, 4)− − −. 

 יחידות אורך. 1מרחק מינימלי הוא א.  (3
101 קרובה ביותרהנקודה  ב. ה 4

3 3 3( , , ). 

4) (0,0,1) , (0,0, 1)− 

256  קצר ביותרהמרחק ה (5
320ארוך ביותר  המרחק ה. 13

13. 

 .3. מרחק מקסימלי 1מרחק מינימלי  (6

75 מרחק מינימלי (7
 .10. מרחק מקסימלי 17

1
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 בקבוצה סגורה וחסומה   – קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים

 שאלות 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (1

( , ) 3 6 3 7f x y xy x y= − −  הוא התחום הסגור, R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(3,0),(0,5)משולש שקודקודיו הם   בצורת

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (2

2 2( , ) 3 2 6f x y x y x y= − − הוא התחום הסגור,   R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(0,2),(2,2),(2,0)בצורת ריבוע שקודקודיו הם  

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (3

2 2( , ) 2f x y x y x= + 2הוא העיגול   R , כאשרR בתחום − 2 4x y+ . 

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (4

2 2( , )f x y x y xy x y= + − +  וא התחום הסגורה R , כאשרR בתחום +

 ( , ) | 3 , 0, 0R x y x y x y= +  −  . 

 

את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של  וחשב (5
2 2( , ) 12 16f x y x y x y= + −  הוא התחום הסגור R , כאשרR בתחום +

 2 2( , ) | 1, 3R x y x y x y= +   −. 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 . -11. מינימום מוחלט 7מקסימום מוחלט  (1

 . -1. מינימום מוחלט 3מקסימום מוחלט  (2

33  מקסימום מוחלט (3
1. מינימום מוחלט 4

4−. 

 . -1. מינימום מוחלט 6מקסימום מוחלט  (4

101   מקסימום מוחלט (5 101. מינימום מוחלט +6 6−. 

1
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אינפי ב
פרק 16 - אינטגרלים כפולים

תוכן העניינים
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 אינטגרלים כפולים

 שאלות 

 : 3-1בשאלות  את האינטגרליםחשבו 

1) ( )
1 1

0 0

x y dxdy+  

 

2) 
2

1

2

0

x

x

xy dydx  

 

3) 
2

2 2

0 0

sin  

a

d r dr



   

 

)באינטגרל   , )
D

f x y dxdy , ר:את הגבולות בשני סדרי האינטגרציה כאשהציבו 

4) D–  :משולש בעל הקודקודיםB(1,1),A(1,0),O(0,0). 

 

5) D –  :משולש בעל הקודקודיםB( 2,1),A(2,1),O(0,0)−. 

 

6) D –  :טרפז בעל הקודקודיםC(0,1),B(1,2),A(1,0),O(0,0). 

 

7) D –   2עיגול 2 1x y+ . 

 

8) D –   2עיגול 2x y y+ . 

 

9)  2( , ) | 1,D x y y y x=   

 

10)  2 2( , ) |1 4D x y x y=  +  

  

1
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 : הבאיםאת האינטגרלים חשבו 

11) 2

D

xy dxdy, כאשר  D  2חסום ע''י הפרבולה 4y x=   1והישרx =. 

 

12) 
4D

dxdy

x−, כאשר  D מעגל צירי הקואורדינטות והקשת הקצרה של  חסום ע''י

 .(2,2) השמרכזו בנקוד 2רדיוס בעל 

 

13) | |
D

x y dxdy, כאשר  D  עיגול בעל הרדיוסa,  .שמרכזו בראשית     

 

14) 2 2( )
D

x y dxdy+ ,כאשר D מקבילית בעלת הצלעות  

( 0) 3 , , ,a y a y a y x a y x = = = + =. 

 

15) 
2 2

cos

D

y
dA

y +, כאשר  D 1  התחום הכלוא בין, 0, ,x y y y x = − = = =. 
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 שובות סופיות ת

1) 1 

2) 
1

40
  

3) 
3

3

a
  

4) 
1 1 1

0 0 0

( , )  ( , )

x

y

dx f x y dy dy f x y dx=    

5) 

22 1 0 1 1

0 /2 2 /2 0 2

( , ) ( , )  ( , )

y

x x y

dx f x y dy dx f x y dy dy f x y dx
− − −

+ =      

6) 
1 1 1 1 2 1

0 0 0 0 1 1

( , )  ( , ) ( , )

x

y

dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx

+

−

= +      

7) 

22

2 2

11 1 1

1 11 1

( , ) ( , )

yx

x y

dx f x y dy dy f x y dx

−−

− −− − − −

=    

8) 

2
2

2
2

1 1

1/2 12 4

1/2 01 1

2 4

( , ) ( , )

x
y y

y yx

dx f x y dy dy f x y dx

+ −
−

− − −− −

=    

9) 
2

1 1 1

1 0

( , ) ( , )

y

yx

dx f x y dy dy f x y dx
− −

=    

10) 

2 2

2 2

2 2

2 2

4 11 1

2 14 4

4 41 2

1 11 4

( , ) ( , )

( , ) ( , )

y y

y y

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

dy f x y dx dy f x y dx

− − −−

− −− − − −

− −

− − − −

+ +

+ +

   

   

 

11) 
32

21
 

12) 
16 2

8
3

− 

13) 
4

2

a
 

14) 414a 

15) 0 

1
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 החלפת סדר אינטגרציה

 שאלות 

 : 6-1בשאלות  סדר אינטגרציה באינטגרלים  ופיהחל

1) 

2 2

0

( , )
x

x

f x y dydx  2) 
2

2 2

6
1

4

( , )
x

x

f x y dydx
−

−
−

  

3) 

2

3

1

0

( , )
x

x

f x y dydx  4) 

2

2

1 1

1 1

( , )
x

x

f x y dydx
−

− − −

  

5) 

22 2

1 2

( , )
x x

x

f x y dydx
−

−
  6) 

ln

1 0

( , )
e x

f x y dydx  

 

 

 (: את סדר האינטגרציה ושנאת האינטגרלים הבאים )רמז:  וחשב

7) 
3

4 2

0

x

y

e dxdy  8) 

43

0 1

( )

y

x y dxdy

−

+  

9) 

2/3

2

2

1

0

( , 0)
y

x

y

x y e ydxdy   10) 

4 4
2

0

sin( )
x

y dydx  
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 הערות סימון 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h x h xb b

D D a g x a g x

v y v yd d

D D c u y c u y

f x y dA f x y dydx f x y dydx dx f x y dy

f x y dA f x y dxdy f x y dxdy dy f x y dx

= = =

= = =

     

     

 

 

 
 

לא מקפידים, ורושמים למשל את האינטגרל מוסדות שבהם , ישנם לב מושי
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dydx  כך:  
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dxdy רישום זה אינו שגוי מאחר שכפל  . 

 .זהים dydx-ו dxdy מיםהוא חילופי. כלומר הרישו

  

2 1 

1

פרק 16אינטגרלים כפולים

106

106



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 סופיות תשובות 

1) 
2 4 2

0 /2 2 /2

( , ) ( , )

y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+    

2) 

2 1 20 8

1 02 1 2 1

( , ) ( , )

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

+ −

− − + − +

+    

3) 

31

0

( , )

y

y

dy f x y dx  

4) 

2

2

1 10 1

1 0 11

( , ) ( , )

y y

yy

dy f x y dx dy f x y dx

− −

− − −− −

+    

5) 

21 11

0 2

( , )

y

y

dy f x y dx

+ −

−

  

6) 
1

0

( , )
y

e

e

dy f x y dx  

7) ( )81
1

3
e − 

8) 
241

60
 

9) 
1

( 2)
4

e − 

10) 
1

(1 cos16)
2

− 

1
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אינפי ב
פרק 17 - שימושי האינטגרל הכפול

תוכן העניינים

1. שימושי האינטגרל הכפול י 108
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 שימושי האינטגרל הכפול

 שאלות 

 : העקומים  י"החסומים ע שטחי התחומיםאת  וחשב 4-1בשאלות 

1) 22, 4 4x y x y+ = − = 

 

2) 2 5
( 0) ,

2
a xy a x y a = + = 

 

3) 2 29 , 9 9y x y x= − = − 

 

4) 23, 4x y y x+ = = 

 
 

 : החסומים ע''י המשטחים נפחי הגופיםאת  וחשב 10-5בשאלות 

5) 1 , 0, 1, 0, 0z x y z x y x y= + + = + = = = 

 

6) 2 2 20 , , 1,z z x y y y x= = + = = 

 

7) 2 2
( 0) 0, , 0.5 , 2 ,x z z x y y x y x y

x
 = = + = = = 

 

8) 20, 1, 2
4 2 4

x y z
z y x= + + = = 

 

9) 
2

2( 0) 1,
4

y
z x z y + = = 

 

10) , 6, 0, 0, 0z x y z x y z= + = = = = 

  

1
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)ללוח דק בצורת משולש, שקדקודיו הם  (11 ) ( ) ( )0,1 , 0,0 , 1,0, 

.יש פונקציית צפיפות  ( , )x y xy = 

 את מסת הלוח.  וחשב . א

 את מרכז הכובד של הלוח.  וחשב .ב

 

)ללוח דק בצורת מלבן  (12 ), | ,
2 2 2 2

b b a a
R x y y x

 
= −   −   
 

, 

 יש פונקציית צפיפות קבועה )הלוח הומוגני(. 
 . z-את מומנט ההתמד של הלוח סביב ציר ה  וחשב
 .M, של הלוח באמצעות המסה  התשובהאת  ובטא

 

2של חלק הגליל  שטח הפניםאת   ומצא (13 2 4x z+   הנמצא מעל למלבן ,=

 ( , ) | 0 1, 0 4R x y x y=    ,   שבמישורxy . 
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 תשובות סופיות 

1) 
64

3
 

2) 2 15
2ln 2

8
a
 

− 
 

 

3) 32 

4) 
64

3
 

5) 
5

6
 

6) 
88

105
 

7) 
17

6
 

8) 
1

16
5

 

9) 
8

3
 

10) 36 

א.  (11
1

24
ב.    

2 2
,

5 5

 
 
 

 

12) 
( )2 2

12

M a b+
 

13) ( )1
5 5 1

6
 − 

1
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אינפי ב
פרק 18 - אינטגרלים כפולים בקואורדינטות קוטביות (פולריות)

תוכן העניינים

1. מבוא מתמטי לפרק י 111

2. אינטגרלים כפולים בקואורדינטות קוטביות י 113
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 מבוא מתמטי לפרק

 שאלות

 שרטטו את התחומים הבאים במישור והציגו אותם בהצגה פולרית:  (1

 .א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ג 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   

 

 שרטטו את התחומים הבאים במישור והציגו אותם בהצגה פולרית:  (2

 .א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 .ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 אותם בהצגה פולרית:  שרטטו את התחומים הבאים במישור והציגו (3

 .א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וג יהצ (4 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

. 

 

21הציגו את התחום הבא בצורה פולרית:   (5
( , ) | 8

3
S x y x y x x

 
=   − 
 

. 

  

1
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 להלן שני איורים, ובכל איור תחום.  (6
 גה פולרית ותארו במילים כל אחד מהתחומים. כתבו כל אחד מהתחומים בהצ

 איור א                                                               איור ב                          

               
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

א.  (1
0 2

0 2

r

 

 


 
ב.   

0 2

0

r

 

 


 
ג.   

0 2

0.5 1.5

r

  

 


 
 

. א (2
1 2

0 2

r

 

 


 
ב.   

1 2

0 0.5

r

 

 


 
ג.  

1 2

0.5 0.5

1 2

1.5 2.5

r

or

r

  

  

 

−  

 


 

 

ד. 
1 2

0

r

 

 


 
 

א.  (3
1 2

0.25 arctan 2

r

 

 

 
0ב.    2, 0.25 1.25r       

4) 

25
5

7sin cos

4 3
arctan arctan

3 4

r
 

 

 
−

 
  − + 

 

 

5) 0 8cos ,
6 2

r
 

     

א.  (6
1

0 0
cos 3

r





     .ב
1

0
sin 6 2

r
 




    

1
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 אינטגרלים כפולים בקואורדינטות קוטביות )פולריות(

 שאלות 

2חשבו   (1 2

D

x y dA+,   כאשרD  .התחום המתואר בשרטוט 

 את האינטגרל המתקבל לאחר המעבר לקואורדינטות קוטביות.חשבו בסעיף ט אל ת* 

  .ג  .ב  .א

   

   

  .ו  . ה  .ד

   

   

  .ט  . ח  .ז

   
 

  

1
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 תוך מעבר לקואורדינטות קוטביות:  ,17-2בשאלות את האינטגרלים חשבו 

2) 

21 1

1 0

x

dydx
−

−
  3) 

2

2

1 1

1 1

x

x

dydx
−

− − −

  

4) 

211
2 2

0 0

( )

y

x y dxdy

−

+  5) 

2

2

11
2 2

1 1

( )

y

y

x y dxdy

−

− − −

+  

6) 

2 2

2 2

a a x

a a x

dydx
−

− − −

  7) 

242
2 2

0 0

( )

y

x y dxdy

−

+  

8) 

6

0 0

y

xdxdy  9) 

2

0 0

x

ydydx  

10) 

2

0 0

2 2
1 1

2

1
x

dydx
x y− − −

+ +
  11) 

2

1 0 2 2

2 2
1 1

4

1
y

x y
dxdy

x y− − −

+

+ +  

12) 

2 2

2 2
ln 2ln2

0 0

y
x ye dxdy

−
+

  13) 

2

2 2
1 1

( )

0 0

x
x ye dydx

−
− +

  

14) 

21 ( 1)2

2 2
0 0

x
x y

dydx
x y

− −
+

+  15) 
2

2 0
2

0 1 ( 1)y

xy dxdy

− − −

  

16) 

2

2

11
2 2

1 1

ln( 1)

y

y

x y dxdy

−

− − −

+ +  17) 

2

2

1 1

2 2 2
1 1

2

(1 )

x

x

dydx
x y

−

− − −
+ +  

 

 : המתואר נפח הגוףאת חשבו  20-18שאלות ב

2  הגוף הכלוא בין פני הכדור (18 2 2 9x y z+ + 2 בין הגלילל = 2 1yx + =. 

 

2 הגוף הכלוא בתוך הגליל (19 2 2x y y+ 2 בין החרוט ,= 2z x y=   מלמעלה +

 מלמטה.  xyמישור  הלבין 

 

2  הגוף הכלוא בתוך הגליל  (20 2x y x+ 2 בין הפרבולואיד ,= 21z x y= − −

 מלמטה.  xyמלמעלה לבין מישור  

 

2החסום על ידי   שטח התחוםאת חשבו  (21 2 2 , 0, 3x y x y y x+ = = =. 
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 תשובות סופיות 

א.  (1
128

3


ב.   

32

3


ג.  

64

3


ה.  42ד.   

64

3


 

ז.   32ו. 
16

3


ח.   

32

9


ט.  

1

3 cos
2

0 0

r drd





  

2) 
2


 3)  4) 

8


 5) 

2


 

6) 2a 7) 2 8) 36 9) 
4

3
 

10) ln
2

e
 11) (4 ) − 12) 

4
ln

2 e


 13) 

( 1)

4

e

e

 −
 

14) 1
2


+ 15) 

4

5
− 16) 

4
ln

e
 17)  

18) 
(108 64 2)

3

−
 

19) 
32

9
 

20) 
5

32


 

21) 
3

3 4


+ 

1
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אינפי ב
פרק 19 - החלפת משתנים באינטגרל כפול (יעקוביאן)

תוכן העניינים

1. החלפת משתנים באינטגרל כפול י 116
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 החלפת משתנים באינטגרל כפול )יעקוביאן(

 שאלות 

את האינטגרל הכפול חשבו  (1
R

x y
dA

x y

−

+,  כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

3הישרים   , 1 , 1,y x y x y x y x= − = − = − = . 

 

xyאת האינטגרל הכפול חשבו  (2

R

e dA,  כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

 פונקציותה
1 2

, 0.5 , ,y x y x y y
x x

= = = =. 

 

את האינטגרל הכפול חשבו  (3
1 1

sin ( )cos ( )
2 2

R

x y x y dA+ −,  כאשרR הוא 

) בצורת משולש שקדקודיו הםהתחום  ) ( ) ( )A 0,0 , B 2,0 , C 1,1. 

 

4)את האינטגרל הכפול חשבו  (4 8 )
R

x y dA+,  כאשרR בצורת  התחום  הוא

)הם:  שקדקודיהמקבילית  ) ( ) ( ) ( )A 1,3 , B 1, 3 , C 3, 1 , D 1,5− − −. 

 

2את האינטגרל הכפול חשבו  (5 216 9
R

x y dA+,  כאשרR הכלוא התחום  הוא

בתוך האליפסה 
2 2

1
9 16

x y
+ =. 

 

2את האינטגרל הכפול חשבו  (6

R

y dA,  כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

2  עקומותה 21 2
, , 1, 2y y xy xy

x x
= = = =. 

 

xאת האינטגרל הכפול חשבו  (7 y

R

e dA+

,  כאשר ( , ) | | | | 1|R x y x y= + . 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

ln 3
4

 

2) 21
( ) ln 2

2
e e− 

3) 
1

1 sin 2
2

− 

4) 192 

5) 96 

6) 
3

4
 

7) 
1

e
e

− 

1
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 אינטגרלים משולשים בקואורדינטות גליליות וכדוריות

 שאלות

 :המשולשים   את האינטגרלים וחשב  4-1בשאלות 

1) 
( )2 2

2 2 2

2

1 1
2

0 1
21

x y

x x y

x
xy dzdydx

+

− +

− − −   

 

2) 
2

2 2 2

1 1 1

1 1

x

x x y
dzdydx

−

− − − +   

 

3) 
2 2 2

2 2

2 2 4

0 0 4

x x x y

x y
dzdydx

− − −

− − −   

 

4) 
2 2 2

2

2 4 4
2 2 2

2 4 0

x x y

x
z x y z dzdydx

− − −

− − −
+ +   

 

2גוף כלוא בגליל   (5 2 9x y+ לבין מחצית פני הכדור  , מלמטה xy  מישורהבין  ,=

2 225z x y= −  מלמעלה.  −

 שלו.  המרכזהגוף ואת    נפחאת  וחשב

 

את הנפח ואת המרכז של גוף החסום על ידי פני הכדור   וחשב (6
2 2 2 16x y z+ + 2ועל ידי החרוט   ,מלמעלה = 2z x y=  מלמטה.  +

 

2את נפח הגוף החסום מלמעלה על ידי פני הכדור   וחשב (7 2 2 16x y z+ + = 

2ומלמטה על ידי החרוט   2z x y=  על ידי מעבר לקואורדינטות גליליות.  ,+

 

החסום על ידי הפרבולואיד  ,xy  מישור האת הנפח של התחום מעל  ומצא (8
2 2z x y= 2והגליל   + 2 2x y a+ =.| 

 

2את הנפח הכלוא בין    וחשב (9 2z x y= 2ובין   + 22z x y= − +. 

  

1
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2zאת נפח הגוף החסום מלמעלה על ידי   וחשב (10 2ומלמטה על ידי   = 2z x y= +. 

 בשלוש דרכים:   ופתר

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .א

 בקואורדינטות כדוריות. על ידי שימוש  .ב

 על ידי שימוש בנוסחת נפח חרוט.  .ג

 

1zאת נפח הגוף החסום מלמעלה על ידי   וחשב (11 ומלמטה על ידי   =
2 2 2( 2) 4x y z+ + − =. 

 בשתי דרכים:   ופתר

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .א

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .ב

 

   1את הנפח המוגבל בין כדור שמרכזו בראשית ורדיוסו  וחשב (12
 . 1ורדיוסו  (0,0,1)לבין כדור שמרכזו בנקודה  

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .א

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .ב

 

2בתוך הכדור  נפח הגוף החסום את   וג יהצ (13 2 2 4x y z+ +   ומחוץ לגליל  =
2 2 1x y+  בשלוש דרכים:  ,=

 על ידי שימוש בקואורדינטות קרטזיות.  .א

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .ב

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .ג

 

לבין כדור   1את נפח הגוף בתומן הראשון המוגבל בין כדור שרדיוסו   וחשב (14
 בשלוש דרכים:, 2שרדיוסו 

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .א

 בקואורדינטות גליליות. על ידי שימוש  .ב

 על ידי שימוש בנוסחה ידועה לחישוב נפח כדור.  .ג

 

 ללא חישוב אינטגרלים חשב את האינטגרלים הבאים:  (15

 .א
2 1 2

1

0 0

r

r z r

V rdzdrd






−

= = =

=    

 .ב

2

cos sin2 /4

2

2

0 0 0

sin
r

V r drd d

  

 

  
+

= = =

=    
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 את האינטגרלים הבאים:  וללא חישוב אינטגרלים חשב (16

 .א
22 0.5 0.5 0.25

1

0 0

r

r z r

V rdzdrd






+ −

= = =

=    

 .ב
cos2 /4

2

2

0 0 0

sin
r

V r drd d

 

 

  
= = =

=    
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 תשובות סופיות 

1) 4 

2) 
3


 

3) 
24 32

9

 −
 

4) 
32

5


 

5) 
122

( , , ) (0,0,1107 / 488) ,
3

x y z V = = 

6) 
64

( , , ) (0,0,1.5 / (2 2)) , (2 2)
3

x y z V = − = − 

7) ( )64
2 2

3


− 

8) 4

2
a


 

9) 
5

6
  

10) 
8

3


 

11) 
5

3
 

12) 
5

12
 

א.  (13

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2

4 42 4 1 1

2 14 4 1 4

1 1

z x y z x yx x

x xy x z x y y x z x y

V dzdydx dzdydx

= − − = − −− −

=− =−=− − =− − − =− − =− − −

= −      

ב. 
2

2

2 2 4

0 1 4

1

z r

r z r

V rdzdrd






= −

= = =− −

=     .ג
5 /6 2 2

2

/6 0 1/sin

sin
r

V r drd d

 

   

  
= = =

=    

14) 
7

6
 

15) 
2

3


 

16) 
8


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פרק 21 - החלפת משתנים באינטגרלים משולשים (יעקוביאן)

תוכן העניינים

1. החלפת משתנים באינטגרלים משולשים י 122

121

121



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 החלפת משתנים באינטגרלים משולשים )יעקוביאן(

 שאלות 

)2את  וחשב (1 )
G

z y xydV−, כאשר G המוגבל על ידי המשטחים  גוףהוא ה 

4, 2, 1, , 3, 1xy xy z y z y x x= = = + = = =. 

 

של האליפסואיד   נפחאת ה וחשב (2
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =. 

 

2את  וחשב (3

G

x dV,  כאשרG  האליפסואידהוא  
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =. 

 

:התחום המוגבל על ידי המשטחים  נפחאת  וחשב (4
2 24 , , 4 12, 4 , 2 ,y z y z y x y x y z y z= = = − = = =. 

 

)את  וחשב (5 ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 4

G

x y z dV− − −+ +,  כאשרG כדור  הוא 

)שמרכזו  בנקודה   . 1ורדיוסו  1,2,4(

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 2ln3 

2) 
4

3
abc 

3) 
34

15
a bc 

4) 
105

32
 

5)  

1
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 אינטגרלים קוויים ושימושיהם 

 .'פרמטרית של עקומים חשובים  ההצג'* מומלץ בחום לעיין בנספח 
 

 שאלות 

 Iי מסוג ואינטגרל קו 

) את האינטגרלחשבו  1-4בשאלות  , )
C

f x y ds:כאשר , 

1) 2: cos , sin , 0 2 ; ( , ) 1C x t y t t f x y x= =    = − 

 

2) : sin , 1 cos , 0 ( , )C x t t y t t f x y x= − = −    = 

 

3) ( , )f x y x y= +; C  של ישר המחבר את   קטע( )O )עם   0,0 )A 1,2. 

 

4) 2( , )f x y x y= +; C היקפו של OAB  :( ) ( ) ( )O 0,0 , A 0,1 , B 1,0. 

 

 

) את האינטגרלחשבו  5-6בשאלות  , , )
C

f x y z ds:כאשר , 

5) 2 2 2: cos , sin , 0 ; ( , , )C x t y t z t t f x y z x y z= = =    = + + 

 

6) 2 3 31 1
: , , 0 3 ; ( , , ) 3

32
C x t y t z t t f x y z x z= = =   = + 

 

 

2/3  אורך העקוםאת חשבו  (7 2/3 1x y+ =. 

 

cosסליל עשוי תיל דק מיוצג על ידי  (8 , sin , 2 (0 )x t y t z t t = = =  . 

)אם פונקציית הצפיפות היא  ,הסליל מסתאת חשבו  , , )x y z kz = ( 0)k . 

  

1
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2y x= 

1y = 

 IIאינטגרל קווי מסוג 

 :ושבח 10-9בשאלות 

9) 2 2

2
: cos , sin 0 ; 2 ( )

C
C x t y t t xydx x y dy


= =   + + 

 

10) 2 2: , 0 1 ; (2 ) ( )
C

C x t y t t x y dx x y dy= =   + + − 

 

2חשבו   (11

C
ydx x dy+, כאשר  C  (2,4)לנקודה  (0,0)  נקודהמהמסלול, 

 נתון ע"י המשוואה:  C-ו

2y . א x= 

2y .ב x= 

 

חשבו   (12
(4,2)

(1,1)
( ) ( )x y dx y x dy+ + −, אם העקום נתון על ידי: 

2yהפרבולה  . א x=. 

 .קו ישר .ב

)-מ ים הישריםוהקו . ג )- ל 1,1( )- ומשם ל 1,2( )4, 2. 

2העקום   .ד 22 1, 1x t t y t= + + = +. 

 

2חשבו   (13

C
x ydx xdy+, כאשר המסלול  C  מתואר בציור: 

 

 
 
 
 

    

)2חשבו   (14 )
C

x y dx dy− +, כאשר המסלול  C  :מתואר בציור 

 

 

 

 

  

 

(0,0) (1,0) 

(1,2) 

1
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) אם (15 ) ( ) ( )2 2( , , ) 3 6 2 3 1 4x y z x yz y xz xyz= − + + + −F i j k, 

את האינטגרל הקווי חשבו 
C

F dr, לאורך המסלולים:   ,(1,1,1)- ל (0,0,0)-מ 

2 . א 3, ,x t y t z t= = = 

 .(1,1,1)- ומשם ל (0,1,1)- , משם ל(0,0,1)- ל (0,0,0)-הקוים הישרים מ .ב

 .(1,1,1)-ו (0,0,0)הישר המחבר את  . ג

 

את האינטגרל הקווי חשבו  16-17בשאלות 
C

F dr:כאשר , 

16) ( ) ( )2 3 2 3( , ) , , ( ) , , 0 1F x y x y y x r t t t t= − = −   

 

17) ( ) ( )3 2( , , ) sin ,cos , , ( ) , , , 0 1F x y z x y xz r t t t t t= = −   

 

)3שדה הכוח  נתון  (18 , ) ( )x y x y x y= + −F i j. 

2y על חלקיק שנע על הפרבולההשדה  שמבצע עבודהאת החשבו  . א x= 

)- מ  .(1,1)עד   −(2,4

)עד  (1,1)- אילו החלקיק היה נע מ התשובהכיצד הייתה משתנה  .ב 2,4)−? 

 

)שמבצע שדה הכוח  עבודהאת החשבו  (19 , , )x y z yz xz xy= + +F i j k, 

2חלקיק הנע  לאורך העיקול   על 3( ) (0 1)t t t t t= + +  r i j k. 

 

 

 סימוןהערת 

 בסימונים שונים בספרות המקצועית: IIמסוג י וקו אינטגרל 

( ) ( )

( ) ( )1 2 3 1 2 3

, , , ,

, , , ,

C C C

C C C

dr f g h dx dy dz fdx gdy hdz

dr A A A dx dy dz A dx A dy A dz

 =  = + +

 =  = + +

  

  

F

A
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 תשובות סופיות 

1)  

2) 
16

3
 

3) 
3 5

2
 

4) 
5

( 2 1)
6

+ 

5) 
2

2 (1 )
3


 + 

6) 
567

2
 

7) 6 

8) 25k 

9) 
1

3
 

10) 
4

3
 

א.  (11
28

3
ב.    

32

3
 

א.  (12
34

3
ד.    14ג.   11ב.   

32

3
 

13) 
1

2
 

14) 
4

5
 

ג.   −3ב.    2א.  (15
6

5
 

16) 
59

105
− 

17) 
6

sin1 cos1
5
− − 

 −3ב.    3א.  (18

19) 1 

1
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 פרמטרית של עקומים חשובים ההצג

 דוגמה הצגה פרמטרית  עקום

 

( )( )y f x a x b=   

 

( ), ( )x t y f t a t b= =   

( )

( )

2

2

1 2

, 1 2

y x x

x t y t t

=  



= =  

 

 

( )( )x f y a y b=   

 

( ), ( )y t x f t a t b= =   

( )

( )

2

2

1 2

, 1 2

x y y

y t x t t

=  



= =  

 

 
2 2 2x y r+ = 

 מעגל

 

( )cos , sin 0 2x r t y r t t = =  
 

) נגד כיוון השעון  )

2 2 4

2cos , 2sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= =  

 

 
2 2 2x y r+ = 

 מעגל

 

( )cos , sin 0 2x r t y r t t = = −  

) עם כיוון השעון  )

2 2 4

2cos , 2sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= = −  

 

 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

 אליפסה 

 
 

( )cos , sin 0 2x a t y b t t = =   

) נגד כיוון השעון  )

2 2

2 2
1

3 5

3cos , 5sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= =  

 

 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

 אליפסה 

 

( )cos , sin 0 2x a t y b t t = = −  

 עם כיוון השעון 
( )

2 2

2 2
1

3 5

3cos , 5sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= = −  

 

 
ישר פרמטרי  

 במישור 

0מהנק'   0( , )x y 

1לנק'   1( , )x y 

 

( )

0 1 0

0 1 0

( )

( )

0 1

x x t x x

y y t y y

t

= + −

= + −

 

 

,1)ישר פרמטרי מהנק'  ,3)לנק'  (2 4) 

( )

1 2

2 2

0 1

x t

y t

t

= +

= +

 

 

 
ישר פרמטרי  

 במרחב 
מהנק'  

0 0 0( , , )x y z 

1לנק'   1 1( , , )x y z 

 

( )

0 1 0

0 1 0

0 1 0

( )

( )

( )

0 1

x x t x x

y y t y y

z z t z z

t

= + −

= + −

= + −

 

 

,1)- ישר פרמטרי מ  (4,7,9)-ל(2,3

( )

1 3

2 5

3 6

0 1

x t

y t

z t

t

= +

= +

= +

 
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אינפי ב
פרק 23 - משפט גרין

תוכן העניינים

1. משפט גרין י 128
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2y x= 

1y = 

  משפט גרין 

 שאלות 

 .את משפט גרין ואשר 3-1שאלות ב

את האינטגרל  וחשב ,כלומר
C

fdx gdy+  ואת האינטגרל( )x y

R

g f dA−, 

 שהם שווים זה לזה. ווהרא

1) 2

C

x ydx xdy+ ; המסלול  C מתואר בציור:     

 

 

  
 

2) 2( )
C

x y dx dy− +  ;המסלול  C :מתואר בציור 

 

 

 
 

3) 2 3 2( ) ( 2 )
C

x xy dx y xy dy− + − ,C הוא ריבוע שקדקודיו :

(0,0), (2,0), (2,2),  בכיוון החיובי. (0,2)
 

)שמבצע שדה הכוח  עבודהאת ה וחשב (4 ) ( )3 3( , ) cosxx y e y y x= − + +F i j 

2 על מעגל היחידהחלקיק הנע  על 2 1x y+  ,, בכיוון הפוך לכיוון השעון=

   ומשלים הקפה אחת.
 

) האינטגרלאת  וחשב (5 )2tan cos
2

y y

C

x
e dx xe y y dy
 
 
 

− + +,  כאשרC הוא 

2האיחוד של העקומים  28 ,y x y x= −  . ברביע הראשון, עם כיוון השעון =
  

 

 

2 
 
 
 

  1    
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) את האינטגרל וחשב (6 )( )2 22 cos sin cos 2x y x y

C

e ydx e y y xy dy− −− + + +, 

הוא חצי האליפסה  Cכאשר  2 24 4, 0x y y+ =   מהנקודה( )2,0 

) לנקודה )2,0−. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (7

 ,Cשהשטח החסום על ידי עקום סגור פשוט   וחיהוכ . א

 יל ידנתון ע
1

2
C

xdy ydx−. 

את שטח האליפסה  וחשב .ב
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =. 

 

)נתון האינטגרל הקווי  (8 ) ( )3 2 2 3 23 3 3 3 sin
C

x x y xy y dx x y x y dy+ + + + −, 

 נגד כיוון השעון. סגורה  מסילה פשוטה Cכאשר 
 האינטגרל?מהו הערך המקסימלי של 

 הוא מתקבל?  Cעבור איזו מסילה  

 

 ,C שלא קיימת עקומה פשוטה, סגורה וגזירה למקוטעין  וחיהוכ (9

3ת שטח במישור, והמקיימת  מ החוס 3 0
C

y dx x dy− + =. 

 

 ו אתחשב (10
( ) ( )2 2 2 2

4 4

4 4C

x y x y
dx dy

x y x y

− −
+

 +  +
:כאשר , 

)הוא המעגל  C . א ) ( )
2 2

3 2 1x y− + − =. 

)הוא המעגל  C .ב ) ( )
2 2

1 2 144x y− + − =. 

 היא מסילה כלשהי סביב הראשית. C . ג
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 תשובות סופיות 

 . 0.5הערך המשותף הוא  (1

 . 0.8הערך המשותף הוא  (2

 . 8הערך המשותף הוא  (3

4) 1.5 

5) 0.5sin64 

6) 4

4

8 1

3
e

e
+ − 

 abב.   א. הוכחה.  (7

הערך המקסימלי הוא  (8
6

4


2, עבור המסילה  2: 1C x y+ =. 

 הוכחה. (9

ב.    0א.  (10
2


ג.   

2


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אינפי ב
פרק 24 - אינטגרלים לא אמיתיים

תוכן העניינים

1. אינטגרל לא אמיתי מסוג ראשון י 131

2. אינטגרל לא אמיתי מסוג שני י 133

3. אינטגרל לא אמיתי מסוג שלישי י 134

4. שימושים של אינטגרלים לא אמיתיים י 135

5. מבחני השוואה י 136

6. התכנסות בהחלט י 138

7. מבחן דיריכלה י 139

8. התכנסות בתנאי י 140
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 אינטגרל לא אמיתי מסוג ראשון

 שאלות 

 : 5-1בשאלות את האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2
2

1 1

xdx

x



+
 

 

2) 
( )1 1

dx

x x



+
 

 

3) 
2

1

xxe dx



−

 

 

4) 
2

1
5

dx
x

x



+ 

 

5) 2 2

1

xx e dx



−

 

 

כי   וחיהוכ (6
2

0

1

1 cos 1
dx

x




 
=

+ −
,    עבור| | 1 . 

 

כי   וחיהוכ (7
2

0

1

cos 1
dx

x




 
=

− −
,    עבור| | 1 . 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

4
 

2) 
2


 

3) 
1

2e
 

 .מתבדר:  (4

5) 
2

5

4e
 

 שאלת הוכחה. (6

 שאלת הוכחה. (7

1
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 אינטגרל לא אמיתי מסוג שני

 שאלות 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב

1) 
1

2

0

1
sin

dx

x x
 

 

2) 
1

2
0 1

dx

x x +
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 .מתבדר:  (1

 .מתבדר:  (2

1
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 אינטגרל לא אמיתי מסוג שלישי

 ה שאל

 את האינטגרל וחשב (1
2

1
dx

x



−

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

 .מתבדר:  (1

1
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 שימושים של אינטגרלים לא אמיתיים 

 שאלות 

2xyאת השטח בין גרף הפונקציה  וחשב (1 e=  1, הישרx  ,x-וציר ה =

1xעבור   . 

 

את השטח בין גרף הפונקציה  וחשב (2
1

y
x

 x-, ציר הy- , ציר ה=

5xוהישר   = . 
 

) נתונה הפונקציה (3 ) 3

2

x

x
f x

e
= . 

0בתחום  ,x-הידוע כי השטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבין ציר  x k   ,
xבתחום   ,x- השווה לשטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבין ציר   k. 

 .kאת הקבוע   ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 21

2
e 

2) 2 5 

3) 3 ln 2k = 

1
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 מבחני השוואה

 שאלות 

 : הבאים את התכנסות או התבדרות האינטגרלים וקבד

1) 
2

4 2

1

2 1

4 5

x x
dx

x x


+ +

+ + 2) 
2

3 2

1

2 1

4 5

x x
dx

x x


+ +

+ + 

3) 
4

1

arctan

1

x
dx

x



+ 4) 
2 2

3

sin ln

4

x x
dx

x x




−
 

5) ( )2

1

1x x dx



+ − 6) 
3

2

1x
dx

x


+

 

7) 
4

0

1

1
dx

x



+ 8) 
2 3

21

xe
dx

x
−

+ 

9) 
1

ln

1

x
dx

x



+ 10) 
2

0

1 cos x
dx

x


−

 

11) 
0

sin x
dx

x



 12) 
( )

( )0

ln 1

1 1

x
dx

x x

 +

+ −
 

13) 
( )2

0

1 cos

1 1

x
dx

x x


−

+ −
 14) 

( )0

1 cos

1 1

x
dx

x x


−

+ −
 

15) 
( )

( )

2

2
0

ln 1 x

x x x

 +

+
 16) 

( ) ( )

2

5 5
41

2

1 1

x x
dx

x x


+ −

− +
 
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 תשובות סופיות 

 מתבדר. (2 מתכנס.  (1

 מתכנס.  (4 מתכנס.  (3

 מתבדר. (6 מתבדר. (5

 מתכנס.  (8 מתכנס.  (7

 מתכנס.  (10 מתבדר. (9

 מתבדר. (12 מתכנס.  (11

 מתבדר. (14 מתכנס.  (13

 מתכנס.  (16 מתכנס.  (15
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 התכנסות בהחלט

 שאלות 

 גרלים מתכנסים:טאם האינה וקבד 3-1בשאלות 

1) 
2

0

cos 2

1

x
dx

x



+ 

 

2) 10

0

sin 4xe xdx



−

 

 

3) 
1

0

1
sin dx

x

 
 
 

 

 

): אם וחיהוכ (4 )
a

f x dx



  מתכנס, אז( )
a

f x dx



  .מתכנס 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 מתכנס.  (1

 מתכנס.  (2

 מתכנס.  (3

 שאלת הוכחה. (4
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 מבחן דיריכלה

 שאלות 

 כי האינטגרלים הבאים מתכנסים:  וחיהוכ

1) 
( )

1

ln cos
p

x x
dx

x



 

 

)א.  (2 )
1

sin
0

p

x
dx p

x



 

)ב.   )2

1

sin x dx



 

 

3) ( )
sin

1

sin cos
0

x

p

e x x
dx p

x



 

 

 www.GooL.co.ilאתר  בסרטוני וידאו היכנסו ללתשובות מלאות 
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 התכנסות בתנאי

 שאלות 

 או מתבדרים: בתנאי  ,מתכנסים בהחלט הבאים האם האינטגרלים וקבע

)א.  (1 )
1

0

sin
1

p

x
dx p

x
 

)ב.   )
1

sin
1

p

x
dx p

x



 

)ג.  )
0

sin
1

p

x
dx p

x



 

 

)א.  (2 )
1

0

sin
0 1

p

x
dx p

x
  

)ב.   )
1

sin
0 1

p

x
dx p

x



  

)ג.  )
0

sin
0 1

p

x
dx p

x



  

 

א.  (3
0

sin
p

x
dx

x



 

ב.  
( )4

0

sin

p

x
dx

x



 

 

4) 
2

sin 4

1

x
dx

x



−
 

 

5) 
( )2

0

sin tan

cos

x x
dx

x



 
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 תשובות סופיות 

1א. מתכנס בהחלט עבור  (1 2p    2ומתבדר עבורp . 

 מתכנס בהחלט. ב. 

1ג. מתכנס בהחלט עבור  2p    2ומתבדר עבורp . 

 ג. מתכנס בתנאי.   ב. מתכנס בתנאי.   א. מתכנס בהחלט.  (2

0א. מתכנס בתנאי עבור (3 1p 1, מתכנס בהחלט עבור 2p , 

2pמתבדר עבור   . 

3ב. מתכנס בתנאי עבור  1p−   1, מתכנס בהחלט עבור 5p , 

5pמתבדר עבור   . 

 מתכנס בתנאי.  (4

 מתכנס בתנאי.  (5
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